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Hochverehrtester Herr Professor! 

jils Sie mir vor fast drei Jahren als Gosclienk des Herrn Ver- 
fassers die erste AbtheÜung des Werkes übersandten, das ich in 
deutschem Gewände Ihnen darzubringen mir erlaube, sprachen Sie 
in der begleitenden Zuschrift gegen mich den Wunsch einer Ueber- 
setzung aus, den ich hierdurch verwirklicht habe. Ihr Eath kam 
meiner Keigung entgegen, der Herr Verfasser gab mit liebens- 
würdiger Bereitwilligkeit seine Einwilligung zur Uebersetaung 
und verschaffte mir auch die Zustimmung der äccademia delle 
SciENZB DELL IsTiTtjTo DI BoLOGNA ZU diesem Unternehmen, in 
deren Memorte (It Serie, T. 6", p. 91—136; T. 7", p. 19—78) 
das italiäniache Original zunächst erschienen ist. Der Titel des- 
selben lautet in der Separatausgabe »PRELIMINARI DI UNA 
TEORIA GEOMETRICA DELLE SUPERFIGIE. DI LUI6I 
CREMONA Professore presso il R. Istituto Teenico Superiore 
dt Milatio. Si vende presse il Tipografo Fkascesco Zabetti 
Milano, via del Senate, 26.« Dasselbe bildet die Fortsetzung zu 
dem früher erschienenen Werke desselben Verfassers »INTRO- 
DUZIONE AD UNA TEORIA GEOMETRICA DELLE CURVE 
PIANE. PEL Dr. LUIGI CREMONA, 'S^of^.o^ 31- q.o^txl<c 

Stipe^*,. „effa Jt Diii*st.lt«, il ^ThoEog«,«. BOLOGNA, TIPI GAM- 
BEEINI E PARMEGGIANI. 1862.« Jener gelehrten Körper- 
schaft und dem Herrn Verfasser erlaube ich mir bei dieser Ge- 
legenheit für ihre gütige Erlaiibniss meinen aufrichtigen Dank 
auszusprechen. 

Mein verehrter Freund, Herr Professor Ckemona, ging 
aber noch weiter. Er hat dem Original eine grössere Zahl band- 
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schnftJicber Zusätze beigefügt, die im Vereine mit dem dritten 
Theile, der ebenfalls im Originale nicht vorhanden ist, derXJeber- 
setzung in Bezug auf Vollständigkeit der Untersuchungen wohl 
einigen Vorzug vor jenem geben , wenn es auch unmöglich sein 
dürfte, in der Uebertraguiig den glänzenden, gefälligen Stil des 
Originals zu erreichen. 

Das letzte Capitel des zweiten Theiles und der ganze dritte 
Theil sind die XJebersetzung der Capitel IV — XI der grossen Ab- 
handlung des Herrn Verfassers über die Flächen dritter Ordnung, 
welcher 1866 die Hälfte des Steinerseben Preises durch die Ber- 
liner Akademie zuerkannt wurde ^), und die in den ersten beiden 
Heften des 68. Bandes des ^Journals für die reine und ange- 
wandte Matkematikv unter dem Titel erschienen ist: IS^moire de 
Gäometrie pure enr les surfaces du troisiöme ordre. (Par L. Cee- 
MONA k Milan).« Die ersten drei CapUel dieser Abhandlung kann 
man als einen kurzen, nur das für die cubischen Flächen Nöthige 
zusammenfassenden Auszug aus dem Jtaliänischen Werke ansehen. 

Dass mir vergönnt war, diese wichtige Abhandlung meiner 
Cebersetzung einverleiben zu dürfen, verdanke ich zunächst dem 
Herrn Verfasser, der mir die Erlaubniss zu dieser Arbeit von dem 
Herausgeber des CreÜe-Sorchardtschen Journals Herrn Professor 
BoKCHAKDT und dem Verleger desselben, Herrn Buchhändler 
ÜEiMEß in Berlin erwirkte. Beide Herreu haben dazu ihre freund- 

1) Die andefn HMfle 'nurde Herrn Dr. Buddlf Stubu Kuerkannt, dessen Werk, 
höchst instrnctiT und reich an Eesnltatec, uütec dem Titel TerÖffeotlioht ist; Si/n- 
tetiscM ünteriuckungen über Flächen driller Ordnung, Leipzig 1867. 
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]iche Einwilligung bereifwilligst ei-theilt, wofür icli ihnen hierdurch 
meinen yerbindliehsten Dank auszusprechen nicht unterlassen kann. 
Um Ihnen einen schnellen Ueberblick über den Umfang der 
Zugätze zu geben, durch welche die deutsche Ausgabe gegen das 
italiänische Original erweitert ist, erlaube ich mir hier eine Gegen- 
überstellung der Nummern oder Paragraphen des Originals und 
der Uebersetzung folgen zu lassen, 

Oeiginal: Uebersetzung: 

No. 1-ii = No. 1—44 

No. 45-47 (Neu). 

No. 45—57 = No. 48—60. 

No. 61 1)— 76 = No. 61—76. 

No. 77-82 (Neu). 

No. 77—90 = No. 83—96. 

No. 97-112 (Neu). 

No. 91—95 = No. 113—117. 

No. 118—119 (Neu). 

No. 96-116 = No. 120-140 

No. 141 (Neu). 

No. 117 = No. 142. 

. No. 143 (Neu). 

No. 118—131 = No. 144—157. 

No. 158-289 (Neu). 

Herr Professor Cbehoka hat die weitere Freundlichkeit gehabt, 
auf meine Bitte die Probeabzüge einer genauen Correctur zu unter- 
1) Die Nummern 53—60 fehlen im Originale, 
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ziehen, dsmit dadurch etwaige Misaverständnisse meinerseits ver- 
mieden würden. Welcher Dienst der Uebersetzung dadurch ge- 
leistet ist, kann nur ich hinreicliend würdigen. 

Was die Uebersetzung selbst anbetrifft, so habe ich mich 
streng an das Original gehalten, ich habe nur mit Billigung des 
Herrn Verfagsera die Bezeichnung durch das ganze Werk in der 
Art einheitlich gemacht, dass ich Puncte durch kleine deutsche 
Buchstaben, Curven durch dergleichen lateinische, Flächen durch 
grosse lateinische Buchstaben bezeichnete, Zahlenwerthe, also 
auch die Zahlen für die Singularitäten der Curven und IHächen, 
sind durch griechische Typen gegeben, Abkürzungssymboie, wie 
Summenzeichen u. dgl., durch grosse deutsche Buchstaben. 

Da in der Abhandlung über die Fiächen dritter Ordnung 
die Li fcteratumachw eisungen nur spärlich unter dem Texte gegeben, 
dagegen die benutzten Schriften in der Einleitung zusammenge- 
gestellt sind, so glaube ich im Sinne des Herrn Verfassers zu 
handeln, wenn ich diesen Quellennachweis Ihnen hier ebenfalls 
vorlege. 

Ausser der Abhandlung Steiners, die den Gegenstand der 
Preisfrage bildete (Ueher die Flächen dritten Grades, 1856) und 
den Werken und Memoirs allgemeinen Inhalts von Chasles, 
Hesse, Jokquiekes und Anderen, sind speciell folgende Abhand- 
lungen über die Theorie der cubischea Flächen benutzt worden: 

AöGUST, Disquisitiones de snperßowius tertü ordinis (Disser- 
tatio inauguralis. Berolini 1S62); 



y Google 



Beioschi, Int&rno ad aloune proprieth, delle auperßcie del Urzo 
ordine {Aniiali di acienze matematiche e fisiche, Roma 1855); 

Catley, On the trtple tangent planes of surfaces of the third 
orJer {Cambridge and Dublin mathematical Journal, T. 4. 1849); 

C1.EE8CH, Zur Theorie der algebraischen Flächen (Grelles Jour- 
nal, Ed. 58, 1860); 

Clebsüh, Ueber eine Transformation der homogenen Functionen 
dritter Ordnung mit vier Veränderlichen (Ebendaselbst) ; 

Clebsch, Ueber die Knotenpunkte der Hesseschen Fläche, ins- 
besonderebei Oberflächen dritter Ordnung (Grell, Journ., Bd. 59, 1861); 

Clebsch, Zur Theorie der algebraischen Flächen (Grelles Jour- 
Dal, Bd. 63, 1863); 

Grässmänn, Die stereometrischen Gleichungen dritten Grades 
und die dadurch erzeugten Olerßächen (Grelles Journal, Bd. 49, 
1854); 

Hesse, lieber die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung 
(Grelles Journal, Ed. 49, 1854); 

Salmos, On the triple tangent planes to a sv/rface of the third 
Order (Cambridge and Dublin mathematical Journal, T. 4, 1849); 

Salmon, 0)^gMa(eJ■«arJ^cM&^cs(PllilosophicalTransaction9, 1860); 

Salmok, Anahjtic geometry of three dimensions (2? ed. Dublin 
1865); 

SciiiAPAKBLLi, Sulla trasformazione geometrica delle figure 
ed in particolare suUa trasformazione iperbolica (Memorie dell' 
Äccademia di Torino, 1862); 

SchlSfli, An attempt to determine the twenty-seven lines wpon 
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a surface of the third Order etc. (Quarterly Journal of Mathe- 
metics, T. 2, 1858); 

S<thl1pli, On the distribution of surfaces of the third order 
tnto speciea etc. (Philoaophical Transactions, 1863); 

ScHKÖTEB, Nachweis der 27 Geraden auf der allgemeinen Ober- 
ßäche dritter Ordnung (Grelles Journal, Bd. 62, 1863); 

Sylvestee, On eUminalton, transformalton and canonical forms 
(Cambridge and Dublin math. Journal, T. 6. 1851). 

Damit übergebe ich denn Ihnen und dem Publicum auch 
dieses treffliche Werk meines verehrten Freundes in deutscher 
üebertragung und wünsche nur, dass es auch in dieser neuen Ge- 
stalt bei Ihnen und anderwärts eine gleich wohlwollende Aufnahme 
finden möge, wie sie meiner Uebersetauiig der Jntroduzione ad 
una teoria geometrtca delle curve jdane zu Theil geworden ist. 
Thorn den 1. September 1869. 

M. CuRTZE. 
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VORREDE DES VERFASSERS. 



„Nisi iilile est, quod faeiraus, stulta e 



Die wohlwollende Aufnahme, die meine Introdmtone ad una 
teoria gemnetrica delle curve plane ') hei dieser Akademie und den 
Geometiiebefiissenen gefunden , haben mich angespornt, dasselbe 
Unteruehmen für die Geometrie dos Raiimes mit drei Dimensionen 
zu versuchen. Hier ist natürlich der Stoff nm Vieles zusammen- 
gesetzter, und das Feld ohne Vergleich viel weiter; es ist mir 
daher Bedürfnjss, des Lesers Verzeihung für die Lileken und 
Versehen mir zu erbitten, denen er nur zu häufig, nicht nur 
bei Unbedeutendem, sondern auch bei schwer Wiegendem be- 
gegnen wird. 

Der Hauptzweck dieser Arbeit besteht darin, mit synthetischer 
Methode die wichtigsten Sätze der höhern Geometrie zu beweisen, 
die der Theorie der Oberflächen beliebiger Ordnung angehöi'en, 
und die man in den Werken und Abhandlungen von Sälmon, 
Chasles, Steifer, Clebsoh,.... analytisch bewiesen, oder wenig- 



1) Memoria dell' Aocademia di Bologna, T. 12. (Prima Serie) 
186S. FortsetzDitg der IntTadvairme bilden einige Icurze Abhandlungen, die in den 
Annali di Matematica, welohe Profeesor Tobtoliki in Äoni herausgegeben, veröifent- 
lioht sind, nämlich; SvMa teoria delle coniche (T. 5, p. 330); Sopra alcwte que- 
itioni ndla teoria delle cjirve plane (T, G, p. 153); Sulla teoria delle coniche 
(T. 6., p. 179). Von der Inirodvaione und diesen Zusätzen igt von dem Ueber- 
aetzer vorliegenden Werkes gleiohfalls eine dentBeho AuBgabe ereobienen {Einleitung 
in eine geometrische Theorie der ebenen Ctirven, Greifswald 1865). 
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XII Vorrede des Verfassers. 

stens ausgesprochen findet ^) , und dieselben mit den Besultaten 
meiner eigenen Untersuchungen theils zu verknüpfen, theils durch 
dieselben zu vervollständigen. Um aber der Schrift eine geziemende 
Gestalt au geben, und um auch Jünglingen den Zugang zu ihr 
möglich au machen, musste ich mich überzeugen, dass es vortheil- 
haft wäre, den Rahmen zu erweitern, und in denselben einige ein- 
leitende Begriffe eintreten zu lassen, welche die Gelehrten ohne 
Zweifel für zu bekannt und zu elementar ansehen werden. Im 
Gegentheil hoffe ich, dass diejenigen, welche das Studium der 
descriptiven Geometrie anfangen, in ihnen diejenigen Lehren finden 
werden, welche gegenwärtig das wirksamste Hilfsmittel darstellen, 
um in diese Wissenschaft einzudringen. 



1) Ausserdem benutzte ich die Arbeiten von MoHüe, Ddpin, Poncelgt, Jacobt, 
Plubckeb, Hesse, GnAseMABS, Kcmmeb, Sohlibfli:, Staubt, JobquiEhes, La Goüb- 

NERIB, BELr.ATITlS, SciiEÖTEE, PilNVlN, BlSCÜÜP, BATTAat.INI, ScHWAHZ, FlEDI.BE, 

Eeite 11, A. 
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INHALTS-VERZEICHNISS. 



VOKEEDE . 



■ Verfassers 



5:cls; Classe desselben 



BESTER THEIL. 

ICsp. I— VIIliNo. 1—60.] 

Capitbi, I Kegel (ho 1—5) . . 

. Kegel > tei Ordnung 
. Tangenten und -ran(,enlialebeneii 
. Siiigulu it ileu eil e Kegcia 
. Theoni, der Kegel n iC gern eins amen ''che tel 
. Qtiadrikegel 

Capitel II: Developpable Plaohen imd Baumcurven (Na. 
6— U) 
, Ordnung und Cla ^e C ner Raumcirve 
. Oidnuiig und Cla-.ae einer Develuppiblen 
, Singularitlton 

. Cuspidalourve und Knuteneurve einer Develippablc-n 
."ForniBln %on Cvyiey 
. Osculierende und dop peltberilhi ende Developpable einei Raumeurve 
.•Foimeln lon Cailey, Foilsetznng 
. Petspeclivkegel und ubene bchnitte 
.* Beispiel 

Cafitel in Oberflachen beliebiger Ordnung (No la— Jl) . 
, Obeiflachea v ter Ordnung 
. Osculierende GeiaÖe, Tangen tialeliene 

Doppelpunete 

Tielfaahe Punete und Linien, Zihl der Bedingungen, irelohe ( 
Flacbe V tec Ordnung beatimmen 

Beruhiung zweier Flächen 
. Durthichnitt zweier riachen, Flächenbu'ohel, Zihl der Bedingungen, 
welche die DuriJischaittscuiva zweiei Flachen v 
nung beotiramen 
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In/KdisverceicJmiss. 



SLhaflHoIio Piinata dreier PlJoTien . 



CiiirEt IV Oberflaehen zweitei Ordnimg (No 2^— 30> 
23 1 Die beiden '^ystemL. geiadhmgei Ueneiatrixen e i er I läolio ?wei 
24.1 Ordnung 

25. Cla aiticalioii der Flächen zweiter Oidnung 

26. Oberfläche aweiter O dnung als L zeugn BS 

viaoher Puiiclieihen odoi zwe er pio)eotvi 
27- Pole uDil Pola ebenen 
28. Cunjugierte Gerade 
39. Claase einei Fkohe zweitei Ordnung 

30. Umgeschrieben et Kegel 

CiPiTEL T Oberflaclien beliebiger CKsse Eecipioke 
Polaren (No 31— 40| 

31. Conjugierte Tangenten 
83- Umgeschriebenei kegel 
33. Einhüllende i'-tei Clasee 
34- Obeiflachen zweitei Cias o 
35. Dunlitiltsgesetz 

86. Eeciprnke Folarfigure 

37. Die Ettumuive als E i iilillende \on Lbeuen betiaehtet 

38. Singnläre langentialobenen 

39. Um gesohri ebene Deveioppalile 

40. Zwei Flächen die sich in zwei gU enntcn f uiven acbneidün An 

wei düng auf Flachen zwe ter Ordnung - cub Bohe Raumeurve 
Cäpitel vi Iiineaie nachensysteme (Ho 41—47) 
41 /iahl der Flachen eines B lochcls die emo &e ade udei eine Ebcnu 

43 Lineares &y»lPm /i ter fetafe 

43 Niedere lineaie &3Steme Zahl dei 1 lad en, «tiche ein lineaic fey 

atem bestimraea 

44 Projectiviacbe lineaia Sjatcme 

45*BeciprQk6 Ebenennetae and reeipiolie ebene Punctreihen 
46* Flachen zwaiiei Ordnung ala ErzeogniiS zwe ei reciprokei Ebenen 
netae (Ehenenbiindel) 

47 * Dieselben I laden als Eraengni s reciprokei ebener Punctreihen 

Capitei. VI! Einhullende Flachen (No 48—10) 

48 Einlullende Fliehe einer einfach unendlichen Reihe von Flachen 

thiiahteriitiken 
)t9 Cuspidilourve und Duppelourve dei einhüllenden Fläche 
SO Anwendung auf den Fall, dasi dureb einen bei eb gen Punct des 

Baumes znei Flüchen der eii gel üllten Reihe gehen 
Capitet VIII Windacliiefe Flachen (No öl-bU) 
Bl ßegelflachen Dcveloppable und windschiefe Tläehen 
52 Theorem Ciiitrcs über da' Dopi elveil ältmss von vier Puncton aut 

derselben Qeneiatrix 
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53 Znei icinäsch efe Fla,cben mit gemeineamei Generatrix 

54 Die Clasae einer wii d ohiefen Fläohe ist ihrer Ordnung gleich . . 

55 Doppelcuive emei windschiefen Fläche 

56 Singulare Genet atriven doppeltberührende Developpabte .... 

57 Krmrnne projectiMsche Punctreihen Satz von Eiemakn und Cr.EBscH 
53 Ejntheiliing der Curien, der Developpableu und der windschieftin 

Flitchen in Geschlechter 

59. Windschiefe Flächen todi Geächlechte Null 

6Ö. Windschiefe Flächen mit zwei geradlinigen Direotrixen; Satz von 

MOUTARD 



ZWEITER THEIL. 



L I Polarflachen m Bezug 
ger Oidnung {^o bl— '»2' 



auf e 



3 Flaclie beliebi- 



. Polaiflaohen 

;. ßeciprtcilät zwi'^cliLii dei p ten und (u — pl len PularftBohe . . 

. Pckraichen in Beiug auf PolarflJchoc . . 

;. Pdarebene eines Punc{es Jei Fundamen talflächt . . 

<■ Berubn ngacurve rwi'-cheii dei FundamcntalS iche und den durch di 
Pol gezigBDf-n Tangenten . - 

. Clae e einei Olieiflaclie v ter dnunf, . . 

. Ob ulieiende, Doppeltangenten Bitangentialebeu«ii, Etatimarc Ebenen 

;. Parabolische Curie 

. Pola.flatben eines Punctes der Fuodamen talflache 

■. Oscuherende, Doppel langen tan, Bi tangential ebenen s 

'|pülaifllcheii eines Tielfachen Punctes dei ruadamentilfl lebe . . 
. Einfluas eines vielfachen Ftinete- auf PolaiflilchLn eines andern Poles 
;. Pilarfldcben eines festen Fjles m Beiug auf die Flächen emes lina- 

. Zalii der Flächen v ter Ordnung eines linearen Systems ß-\ct Stufe, 
die einen (/(-j-l) punctigen Contact mit einer gegebenen Geraden 
haben 

. Plicbonbuocbel, das einen Kegel ein chhesat 

.* Keihe Ton Fihcben f ^ die Fldehe ^v , 

,*Näheie Bestimmung der Fliehe Sii—\ 

."Die Fldchen iy_^ bilden eme Bube \om Index i'— 1 

.* Fiuhüllende der Eaihe der F y und Einhüllende S c 
^. 1 

,* Ordnung der Cuspidal und der Duppelcurve von 8 

.* Die Fläoben ^^-s ""^ '^re Einhüllende S 

Capitbi II Qeimaclite Polaiflaelien (No 83—92) 
'l Sätze über gemucbte PalarQächen 
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85 Einfiusa der -vielfaolieii Puncte auf gemi'Jclite PolaiflSclien 75 

86 Büschel der ersten Pularflächen der Punkte einei Gerailen — 

87 Pole einer Ebene - 

88 Linenres Sjatem der ersten Polarflii-heii 76 

89 Die gern ein auliafilichen Punote der ersten Pjiarfliohea sind für die 

Fundamentalflaehe Dopj-elpuncte — 

g^l Vielfache Panote der Polaifläohen 1 

d2 Eigens ehaften der paraboliscben Puncte 78 

CipiTHL III Enveloppen dei Polarebenen und Orte der 

Pole (No Ji— ab) 73—81 

93 Bnvdoppe dti Pdlarebenen dei Puncte einer beriden 78 

äi Enveloppo der Pilarebenen der Puntle einer Flache 79 

95 Oit der Pole der Tange itiakbenoii emer Fläche 80 

96 Speoialfall, wenn diese Flache developpabel ist — 

*Capiiel IV Amyendimgeii auf developpable Plachen 

(No 97-113) 81-95 

97,*1 Gleichungen awischeo den Singularitäten einer Developpablen und 181 

9S.*j Folgerungen aus Öenselhon '82 

99.* Die zweite PolarflHohe berQhrt die Berührungageneratria einer Tan- 
gentialebene in Punoten dev Cuapidalcurve und schneidet sie in 

Punoteii der Knotenourve — 

100.* In dem ßerühmngspunot einer slafionäcen Generatrix mit der Cufl- 
pidal- und Enoteiiciirve bat die aweite PolarÖäcbe einen rierpun- 

ctigen Contaot mit diesen Curven 83 

101.* Dieselbe Fläche bat in dem Berührnngs punote der Doppeltftngentan 
der Cuspidalcurve mit ihr eine ziveipunctige Berührung und eine 
dreipunclif,e mit der Knotenourve 85 

102.* Em Doppelpunot der Cuapidalcurve ist lür die Developpable Tiarfacb 86 

lOS,^ Jede zweite Poltrfläehe hat in den StiUstitudspuncten mit der Cus 

pidalcurve einen iierpunctigi,n Conlact — 

lOt* Die Dmohnitt'puncte der Tangenten der Cuspidalcurve mit dieser 

Bclbst liegen auf dev zweiten Pulariläche jedes beliebigen Pules — 

105.* Zabl dei doppelten, diei- und vicrlachen Puncte der Fundamental 

flache 87 

196.* Ein Dappelpunct der Cuapidalcurve ist ein vielfacher Punct dei 

lö-7.*Di6 Tangenten der Cuspidaleurve in den StillstaudsptiDCtoa sind 

auch Tangenten der Enotencurve 89 
103.* Jede zweite Polarääobe hat in einer Spitze dei Knotenourve in 

diesei einen dreipunofigen Contaot 90 

109,* Gleichungen für die Smgulanlaten t ,i^, rj — 

110.*Gemei.scbaftliohe Punote der Cunen c,c — 

111.* Gleicliung für diese gern ein sifhaftlicben Puncto 93 
112* Claaae der Knotencuive und Oidnung dei doppeltberQhrenden Deve 

loppablen d>.r Ciirte (sij Qi 
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CiPiiii \ Frojectiviaclie Maolioiibuaohel {No 113—125) 95—106 

113 Dil Oberfläche welche darcJi 7wei pcojectHiBcbe riachenbüacohel 

entsteht 95 

114 Sätae lon Chahll^ 96 

in Chaiaktetiatiken der gemomsohaftlicbei Curie zweiei Flächen 99 

118*' Duecte Bestimmung lun a 101 

119*Werth T(n e wenn die Flächen einen gemeinschaftlichen Punot 

haben dei bezüglich ti fach, rj-facb ist 103 

iÜO Chatatteiiatikan der Duiohachmtfsomve zweier Flächen die »ii-h 

schon in einer andern Cirve achntiden — 

121 ■ Zahl der gemoin^amen Puncte dreier Fliehen, welche duich die 

nämliche Cur\e geben 103 

1S2 Ort eme& Pm ctee in dem sn,h drei entspreehei de Flächen d eier 

projectivisohei Büschel »ebnciden 104 

123 Oit der Pole einei Ebene iii Be^ug auf die FläiJien eine« BO&hel — 

124 Zahl dei Puncte iii dtnen sich mci entapiecbende Flachen loi 

vier pioj et iin sehen Büaoheln acl nudeii 105 

125 Zahl dci Doppelpuncto der Flächen eines Büschel — 

Capitel \l Projectiviache Flaoheimetze (No Pb— Ido) 106—111 

126 Die Cmie welche durch iwei projectivioche Flachennetae entsteht lOfi 

127 Oi-t dei gememachafl liehen Put cte diei entsprechender Fläclieu 

von drei projectisisehen Netzen 107 

128 Ort düi P le einer Ebene in Bea ig auf d a Flüchen a nes Netzes 108 

129 Ort der gemem-chafll cbenP mcte von vier entsprechenden Flachen 

von iier jrojecOvischen Netzen — 

130 Oit (tei Doppelp mcte dei Flachen eines Netzes 109 

131 Zahl der gemein cliafti chen Punkte zwischen fuif entsf rechenden 

Flachei von luiif projectivihchen Netaeo 

132 Ort der Beruh nngspunote zwischen eii er feston Fläche und den 

Flächen eines ^et^e3 UO 

133 Oit der Berührungap ncie zwischen den Flachen eines Biisi.hcls 

und denen eines Netzes — 
CiPiTBL VII Piojeotiviache lineaie Flachensyeteme dritter 

Stufe (No 134—143) 111—121 

134 Die durch awei lineaio bfsteme eizeugten Puncte 111 

135 Puncte welche die Jacohiana zweiei Flachen darstellen 112 

136 Curve welche diei projoctivische lineire Systeme erae gen 113 

137 Jioubiana d ei er Flachen Zahl der Flächen o ne Büschels, die 

eine feste Flache berühren 114 

133 Oit einea Punctes, der vier entspraohenden Flächen von vie pio 

jeotivischcj] hneacen Systemen gemein ist 116 

139 Jaoobische Fläche von vier gegehei en Tiachen Zahl dei Flächen 

eines Euschds welche eine faste Curve beruh en — 

140 Oit eines Puncte , d rch dto fünf entsprechend i, Flächen lon liinf 

projecti vischen Imeaien &jstemen hinduichgehoi 113 
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ä b ■« 1 li j hs n p li nde Fi li 

Y hpjt hnlnanSy mnhnd hgeh n — 

US." Ja b a n li gg b n n Flä h 121 

Cafitel ?IU Piojectiviache lineare riachenaysteme be- 
liebigst Stufö (^J 144— 14J) 121—125 
1-14 Uidniiig der Fläche die duroh u.-\~\ hneaio prDjecti,\ leobe Sv 

Sterne /i tei btufe entsteht 121 

145 1 Ordnung der Curve und ihier 0"culierenden DeTeloppableii , d 
I ^^ l^ duieh ß lineara prijectuisehe Systeme fi tei Stufe eizeu, 

Iwird uaddei Curve, die duich fi-{- 2 amaloge Systeme ftb 
btaCe entsteht 

146 Zahl dei Punote, die duioh -i-j-l lineare projeotivische Systerae 

ß ter Stufe erzeugt werden 124 

149 Z iM di,r Puncto die durch f-\-d iincaie pii.jeotiv sehe &3atemD 

M tei fatufe erzeugt werden — 

CiPiTEL tX Symmetwselie Complexe (No 150-157) 125-136 

150 Sjmmetuaeher CumpU\ vun (i-i-1)» PMthen (c ter Ordnung 125 
!51 Doppelpuni-te uid chaiakteriatisclie Curven dei rifiche, die duich 

zvei projectiTiache Bu chcl enteteht, die einen eymmotiischeu 
Comploi. bilden — 

lo2 Doppelpuucte und ebaiakteria tische Gurren der Fläche, welche 
duich drei piojcctivieche rtetze erzeugt wind, die einen aymine' 
trischen ComplB\ bilden 127 

153 I Die Flache, welche durch einen synirDetiucheu Complex dreier 1129 

154 / pcojectiTischec Netze entsteht J130 

155 Doppelpunkte und charakteristische Carven der Fläche, welche 

viei hneaie projectivisehe Systeme dritter Stufe eizeugen, die 

einen s) Dimelnscheii Complex bilden 131 

15b Die durch einen sieht Dymmetiischen Cumplex von ß hiieaien pro 

jeoUnBcheu Systemen (^—1) ter fetufe emeugte Fläche 134 

157 Doppelpuucte und charakteriatische Curien der durch einen sym 
metriBcben Complei ton ß lineaien projectivischeii Syatomoti 
(;<— Ij tu: Stulo Oisougten Flüche 135 

''CÄiirEi \ Eigenschaften der conjngierten Kernflaolieii 

(No. 158-lb2) 137-151 

158.* Die Hi,a&iaiia hat 10(> — 2)^ Doppelpuucte Gemeine und gemiaehte 

Polftrflachen lon Ebenen 1S7 

159.* Gemeine gemischte Pokrflachen >on Gerodtn 138 

160.* Znnto und gemischte PularflJtclio zweier Functe 139 

161.* Die geraemo Polaiflache einer Geraden lät die Einhüllende di.r 

z'neiten gemeinen Polarflächeii der Punote dieser Guaden — 

162.* Die gemeine FolorQlche einer Ebene wird >on den zweiten ge- 
meinen Polarflttchen der Puncto dieser Ebenen berührt — 
63.*SteinerBche FUche oder Stei 
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No, 

164.* Tangentialebenen der ersten Polftrfläohen, die durch einen Punct 

der Hessiana gehen 

1G5.' Die Polarebenen der Puncte der Hessiana berühren die Sieiueriana 
166-* Die Steineriana ist die Enveloppo der Ebenen, die zwei Kuaainmen- 

fallejide Pole besitzen 

167-* Den 10(i' — 2)^ Doppelpuncten der Hesaiana entsprechen ebensoviele 

Gerade auf der Steineriana 

IG8.* Entsprechende Curven 

169-* Parabolische Cucve 

170* Zahl der stationären Ebenen, die dnrch einen beliebigen Punct 

gehen 

171.* Liegt auf F,, eine Gerade, s. 

Ebenen, die Fy noeb ande: 

die Heesiana in 2(y-2) Puncten 143 

172.* Ort der Oaculierenden toii F.j in den Durchachnittspunoteo mit 

einer gegebenen Pläche — 

173.* Die Fy längs einea ebenen Schnittes utageaohriebenB Developpable 144 

174.*| Ort eineaPünotes, deaaen Quadripoisrflächenm-odereingeschrieben '145 

nö-*! isteinemeinergegebeneiiQiiadrifläche oonjugierten Tetraeder . . Il46 

nS-*i Ort eines Punctes, dessen Quadiipolarfiäche nach Fy einem Te- | — 

\ traeder ein- oder umgeschrieben ist, das der Quadripolarflächo < 

177,*) in Bezug auf die Hessiana conjugiert ist Ii47 

178,* Ort eines Punctes, dessen Polarebene in Bezug auf die Ho.^siana 

die Quadi-ipolarfläehe nach Fii genommen berührt 147 

179.*Di6 FJäcben S U8 

;a-~"- K 

1S2.* Ort eines Punctes, dessen Folarebonen in Bezug auf Fy und die 
HesEiana mit der Quadripolaraäche in Bezug auf Fy einen Pnnct 
auf einer gegebenen Ebene gemein haben . — 

*DRITTER THEIL. 

*CapitelI: Anwendung der allgemeinen Theorie auf eine 

FundamentaIflächedritterOrdiiiu3g(No. 1S3-189) 152—155 

183* Die Hessiana einer ciibiachen Fläche F^ 152 

184.* Enveloppe der Pojarebenen eines Punotea in Bezng auf die Pnlar- 

kege! — 

185.* Polarhyperboloid uweier Geladen 153 

186.* Polarkegel einer Geraden 

187.* Gemischte Polarflflche zweier Ebenen 154 

188.* Gemeine Polaifläche einer Ebene — 

189,* Büschel TOn gemischten Polarfläcfion einer festen nnd einer vari- 
ablen Ebene . 155 

*Capitel II ; Eigenachafben der Hessiana einer Fundamen- 

talfläehe dritter^ Ordnung (No, 190—219) . . . 155—172 
190.* Tangentialebenen der Hessiana von einem Pnnote aus .... 155 
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)(3j; jnnoitsi'eneiciinisi. 

191.* UmgeBchriebener Kegol ilec Hessiana 

192.*) Zahl der Eauniourven vierter Ordnung, die in einem Nelzo auf 
> einer QuadrifiBohe zwei Doppelpunole oder einen Rückktlirpunet 
112*1 haben 
19i * Die zehn Doppelpuncte p Her Hcifl: a i oitheilen »ich zu drei und 

drPi auf den zehn entsprechenden Geraden p 
195* Die Hessiina hat im 4Ugememen nur die zehn Dippelpiiiitte p 
199* Jede Gerade, de zwei entapiaehende Puncie o o dei Heoamna 

lerbindet hst die Eigenschait, dass die Pnlai ebenen ihier FunPte 

dnrch eine und dieeelbe Geiade K geben 

197 * Berührt 00 die Hesaiana, bo hat die Gerade u n mit der Hls lana 

111 11 einen vierpunctigen Ccntact 

198 * Wendepunct dei DuiohsohmttaouiTe von F^ mit einer atitiuntren 

Ebene 
119 * Zahl der G.-radeii oo in emei gegebenen Ebene 
SOO^Die Polaiebene eines Punotei *(n F^ in Bezug aiil die He siaiia 

geht dmch de \\ endepuncte dei oubiaLhen Dur^h'^cbrntldCHne 

\on /"j mit der Tangentialebene 
201* Zahl dci Qeiaden u ö m einer gegebenen Ebene 
202 * feehneidet une Gerade dip HeB^iana in a b,c,6, sc bildei li e eiit 

spiechenden Puncte B h t,Ii ein Tetiaeder, dei'iea Seilenflaehoii 

beiügliLh durch a,b r,ti gehen 
SOa^Eigenacbaften dei Tangenten dei Heasiana 
201 * Der Polarkegel der Geraden p oiouliert dio Hosaiana in ^i 

205 *Die Hessiana und der Polaikegel lou } haben Hngs der diei Ge 

riden p, Pji Pi die in p zu'i'snimenlanfen, dieeelbon Tangential- 

206 * Dei=elbe Kegel schneidet die He 'iinm in einem Kegalachnitte d r 

in der Polarebeae 100 p liegt 

207 * Polai-fläche dei Ebene pp 

20*^ * Schneidet ein.- Geiade durch p die Hessiana 111 t und ö, «u sind 
die entsprechenden Functe c,tr mit p m gerader Linie 

209 * Die (jeradtn p liegen zu Tier und yier und die Punole p m sechs 
und »eobB in fdnt Ebenen Das Pentaeder Sihebter'; 

210* Die Qu adripolai flachen der Puncte jeder dai funt Ebenen dea Pen 
taeders sind dem Tetiaeder cunju^ioit, das die viei Indern Ebenoi 

211 * Eigeiachalten der Kanten nnd Diagonalen des Pentaede a 

212 *l Enispreehendi, Figuren gebildet toii den Geraden und Ebenen 
213*1 durch p 

214 *l Cubiacher Kegel, der sich selbst entopiicht und die Hebsiana 111 
> zwei ebenen Cunen aihneidet. Involution der Ebenen diesei 
215*' Curven 

3ie*Poliraiehe einer Ebene die durch p geht 
217*Änder6 Eigenachaften des Pentaede Neuea Pentaedei 
2lS*Polargeradeti einei Ebene 111 Bezug auf die Qitadrikegel , deien 

Scheitel in dieser Ebene liegen ^xen der Polaroyliiidei 
21'** Ebenen die F„ m hainioniachen cdoi hquianharmonischen oubi- 

Bcben Curvon schni-ideii 



y Google 



Inliidlsverzeiehniss. 



"Capitei. 111 : Die Biebenundzwansiig Garaiien einer Fläche 

dritter Ordnung (No. 230—230) 

220.*Die 27 GeraQen 5 ä efache Tangen tiileteiicn durch jede Gerade; 

Involution die 4o Tntangential ebenen 

221.* FiEeugmg Trn -T, dirch zwei Trn.dei 

■g.} Eizeugung dircL zwei pr jectivioehe Bu'cliel 

224.*1 Projectmlat zweier Kaime, wo einem Iinete ein Piinct und einer 
225.*/ Ebene eine o biBche FRohe entapiielit . . 

226.* Die 27 becadpn Boiejchnting Regel auc Entsohtidung, ob zw 

Gerade Biob schneiden oder nicht die 45 Ebenen 
227.* Die 45 Tiipel von Ge adeii in den 4a Ebonea . . 

228.* Bezitbui gen zwischen den Seiaden das D ppeheehs ScHLiEFtu 
229.* Tabelle der 36 Doppeleecha . , 

230.* Jede cubische Fliiohe las t sich mittelat dtti piojectivischer Netze 

eraeugen . . . 

'CiPiTHL IV Abbildung einer Flaolie dritter Ordnung 

auf emer Ebene (No 231-241) . . . 

231-* Geometrie der auf F^ gezogenen Curven 

232.* Ebene Curven auf Fg 

233.* Durchschnittnourve von F^ mit einer Fläche i'-ter Ordnung . , 

234.*Cncve Cj^ 

235.* Curve e^'j 

23e.* Curve o^',, 

227.* Cnrve Oj', 

238.* Systeme cubiaeher Baumourven auf /g 

239.* Darcbflchnitt von F^ mit einer andern cublscheQ Fläche . . . 

240.* Die Curven Cj, j und c^g 

241.*Die Cmren ea'^,es,2>V 

242.* Die Curve Og„ . ! . ' ■ 

243.* Die Curven 0751 c, 4, Cg ,, Cj j, Og j, Cj j 

244.* Kaumourven auf F^, die den Geraden, Kegel sehnitten und cubi- 

Bohen Curven der Ebene entapreohen 

[ Eaumcurve, die einer beliebigen Flancurve cnt?prieht .... 



246.*. 



L T QuadriGachen welche aus emei Flache dritter 
OidnungKegelBcl nttteausschneiden No 47—259) 195— 
ohal 1 che P c e we e Ke^e sehn t e aul .Fj ... 

a b Ate de ade n e ne T ange ilebene t.u 1 egen drei 
be ugl h d cb c, 6, c 



fcel en auf de selben Q aSr fl. 
249.* Hjpe bolo d r^ 
250,* I t ^ d e T tange a iie e . 



e be de Ge de ^ z 
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SXII JnhalisEenteichniss. 

No. Seile 
354. "Die Bnveloppe jedei Jer H> perboluidveihaii Jj^^J^^Jfj iäX\t mit 

dem Orte der Scheitel dai Qaadrikegel {ABC) aiisammen . , 200 

555.* Büschel dar Quadriilrtoheii S^ 301 

35G.* Der Ort dev Scheitel der Kegel {ABC) ist auch der Ort der Dureh- 

EchnittscurTB der Qiiadrifiichen Jjt^tSy, elc ■ , 303 

25T-* Die sechs KegelsBhmtte vun F^, welche die drei Geraden 0,6,1: 

beriihieD 1 egen auf iier Kegeln doien Scheitel in geradei Linie iiid 303 

358.* Hjperbolo äe die F^ in seoha Geiaden aclineiden 204 

359.* Tripel cuniugitrlor Geraden die sich nicht schneiden 305 

•Capitbi vi Veisohiedene Eigenachaftea (I\i '60-366) 305—310 

3G0.* Conjugierte Tnedei 205 

3G1,* Tripel conjugieiter Trudei welche alle '•1 Gerade] eiithallen 306 
263.* Die Scheitel zweier etnjugierter Tnedei sind 7wei entsprechende 

Panete der Hessiana 207 
363.* Eigen "chaften de Pui cte S, in denen sioh Jle 21 Geraden zu zwei 

und zwei schneiden — 
364.* Die heiden Puncte, m denen die Hessiai a von einer Gerade 1 ton 

F^ heidhrt w id si id entsp echende Puncte der Hess aia 20S 

2e5.*Die Flache zelmter Oidniiig, welche d ich die HS Punite b geht — 
3S6,* Eif,ei sei flften der DnrchKchnittscun e der He aiana mit einer ha 

liebigeii kbene 209 

"Capitbi YII Claselfication der Flachen diittei Ordnung 
tmtei Berück eiohtigung dei Bealitat dei 27 
Geraden (No 267-"'89) 210-237 

267.* Jede leelle oibiscle Fläche läsat eich d iieh znei Trieder eizeugen 

die ledea einen reellen Complei b Men 310 

368.* Die beiden Tnedei dmch sechs reelle Bbei en gebildet 312 

, 269.* Ein Tneder ist reell das andere enthalt zwei tmagir 4i conjugierte 

Ebenen 313 

270.* Jedes Tneder enthalt zwei imaginär conjugierte Ebenen 215 

271.* Die fünf Arten der lügenieinen cubiscben Flache 317 

372.* Die Erzeugung d ireh drei pr jectiviaohe Netze gibt nur die vier 

eisten Arten 313 

373.*Die Curre 1:4 Darchschmlt ziveier Quad idächen 219 

274.* Da» Doppeh eihähnifs vrn Cj int das der ner Fbenen nekhe die 

Ci rve in demaelhei hei eb%en Pi note beiühren ind bezüglich 

dl eh die Iseheiiel der iier Quad ikegel ^ehen auf denen die 

Cirve liegt 320 

275* Die cubische Plancur\e, Perspectivcun e von c^ — 

276.* Die diei Falle des Diircbschi i(ts ineicr Quadiiflachen, die sich 

nicht berühren — 

277.* MonogtammiBche Cmve 231 

378.* Digrammi'iohe Cuivc zwei Fälle zu unfei scheiden — 

279.* Digramm =ohe Curie, iraaginaies Tetraeder 323 

380.* Digrammixohe Curve leolles Tetraeder 323 

281.* Imagmarei ßu oh chni t 224 
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2S2.*Die drei Arten tod e^ 

383.* Erzeugung von Fg durch zwei BGacliei . . - 

284 • Die Brate Art ... - 

285.* Die fünfte Art 

286.* Die dritte Art 

287.* Die aweite Art 

288.* Die vierte Art 

289.* Die Tri tangential ebene bot atrei imaginär conjugieite Gerade 
Zusatz zu No, 214 
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Fili- edurch" sctKfi man „aaeh". 
jCncven" - - „Curve". 
.bioaculierende Eberen" setze man „Doppelgeneratrixen"- 

xp-\-i Upj^i -(- xpj^i Up+i + ■■■-{- "H-i ^H-i = 0" setze 



oDi-eht man die Ebene r", setze man: „Dreht 
Ebene um r". 

„Polaren" setze man „Polarfläclien''. 
„(v— l)(i'-2)— 6" setze man: y(>'-r)(,y~2) -^ 
„{^— (T)-facb" - - „{/r—pyiach". 

re man am Ende der Zeile den Buohetaben X- 
.'4-M-ter" setze man ,(,. + v^.ier". 



= 0". 



-auf 



„dvei". 
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ERSTER THEIL. 



CA PI TEL I. 

KEGEL. 

1 Kegel ist der Ort einei öeiaden (Oenerairix Erzeugende) die aicli 
um emea festen Puoot odm Scheitel o nach einera gegebnen ßesetze 
contiDUierheh bewegt Enm Beispiel indem >,ia stets eme ^egebiiü Cune 
schneidet 

Em liegel heis^t von dei " Im Ordnunj wenn eme behebig i]uich den 
Scheitel gelegte Ebene ihn. in v (^leeilen, imagLnairen getrennten, zusammen 
fallenden) OeneratiixeD schneidet 

i,m Ke^el ^ ter Oidnung wild von einei beliebigen Geladen in f 
Puncten f,etroften, und eine ■nillkurhehe Ebene schneidet ihn in Linci Cui\e 
v tei Oidnmig 

Ein Kegel erster Oidnitng ist eine Lbene 

2 Tufit eniB Gerade ) einen Ke^el in j-bu uiiendhdi nihen Puntten 
m, m', so heisst sie Tangente des Kegele in m Jede Ebene, welche duioii 
r gelegt ist, schneidet den Kegel in einer Cuive, die r in eben diesem 
Piinete m berührt Wenn r nmgekehit einen &i,hnitt des Kegels beiuhrt, 
so ist sie auch eine Tangente des Kegels 

Die Ebene welche dmch » und die Tingent« ? gelegt ist, enthalt 
natürlich ztsei unendhch nahe Generatrixen um, d m Also hegen die Tan 
genten des Kegels in den verschiedenen Puncten ein und derselben Geneia 
tiu D m sanimtlich in ein und derselben Ebene Diese Ebene heisst Tan 
geniialebene des Kegels und ie Geiade o m Benlhrtmysgeneialnx 

Eb ow ZHB unm tt Ib i ander folgende (leneiitrixen u m, 

n de Ebene Ign wll 1 g nm berührt, schneiden sn h zwei 
unn elba f Ige de Ta g 1 b amlich längs u m und o in', in der Er- 

zeugenden ni M kan f Igl h d a Kegel sowohl als Ort von Geraden 
(Cene at e ) al a h 1 Ä luip (k Efieüfi« (TangentJalebenen) «nffassen. 
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2 M T Thed [C p I 

Classe eines Kegel t 1 Z hl d j T g t I L 1 Ib 

die ilureh einen belieV g E gm PtIdUh 

oder auch duich eine tidwllblhdld 1 Iglg t 

Em Kegel eisfer Class G d lis 1 t B h ! o) Ebene, 

die eammthch durch d Ib C d ^ I 

Srhneidet man d K j, 1 1 1 b 1 I g Eb i It 

eine Cime oder emen Sb d Pt dTgtdSp 

der Er-ieugenden und d T nt 1 b d K g 1 d D C 

ist daher nicht nur vo d Ib i g I d h g 1 nd h 

dei nämlichen Claeie 

3 Den Singulant tnIC lih b ISgltat 
des Kegels und umgek htl^ ndjg L gnd ^ pi l 
(Knoten oder conjugi ) d f d '^tülst d ä ü II. h gerwt 
tiixen, welche den Dopp Ipt IdtIPt dd 
Spitzen des fechnittes e tat ^ ^^ S ^ PP ^ 9 ml li ei d _f h 
Tangentialebenen, T( endeeb& endj^Eb wlhdlo 
gehen, und deien Spu dDppItgt dfh Tg 
Wendetatigenten des S h t d E D pi Ig t t d D h 
schnittsgeiade zweier S hIdFlhd lldmgi k 
Weiden die'.e beiden ShI ddlbEb blt gh 
die Doppelgeneifttrix i d K kk I g t b E D pp 1 
tialebene berührt den Kgl hd G tn litd 
ebene beiuhrt denselb w it Ib f ) nd n & t (B 
yung); u. s. w. 

Man bezeichne durch: 

» die Ordnung und durch 
H die Classe des Kegels ; es sei i'eriier 
" d e Z H Je Doppelgene at len 
X „ „ Eu kk h g e at e 

„ „ n pjjelt ng t al 1 en n d 

„ „ Wenleeb 

Da d ese an I che Zahle d e analog n S ng la taten der ebenen 
Cnrven auad cken s gre ten tu a e d Fo nein vo P kfb ) PlaU: 
/ = { -l)-2d ~ 

~ /i(ß~i) — et — 1 

= 3 ( — 2) — 6J - S 
= M"- 1 - 6 - 
von denen e e jede d e Fol ad d e b ^en st 

4 D e L ge sc! att de 1 e^el u d n tilgen e nen de F guren, die 
aus Ge aden d Eben sa n ngesetit s d welcl e san tüch durch 
einen fe ten P nct d S he tel geh n k en cl ans dene der ebenen 
Cur* en un 1 de a s P n fen u d Gte ade zusan ne geset te T ^ en, welche 

) Cke o a !■ 1 l g ei e ff s J Tl or e liv h ne^ Vureen, 

Nr. 91 u no 
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2—4.] Kegel. 3 

f t Fl 1 t d I 1 t f d tu tt 1 t 1 I 1 

dPjt dlPi d tltdPi-i 

Dltllt lll phdPint ddCdd 

b -? l^lhdEI diGdd hFg 

WfghdAph Ih h d d 

rh db C hglttdlhht h 

t 11 d II ( d d !• i d 1 d ml 1 t P t g 

Itäwlld lllllgltd hE 

w h g b } w d 

Zw K 1 d d 1 d C! 11 

gm htlhE gd d g hfl IT Ib 

BtzdbdK^lIg g r tdlbT 

gtlb hb d !— 2gmhfll(j 

f 1 — 2 g m li f J h T g t 11 

EKgll Ol dCl d Shigl t 

1 1 1 IJ± B d g fe 1 t mt D 1 -^> 1 1 b g g b 

Cd It gKgltOdg d -LÜ* b 1 b g g 

gbEb lüh gL-gltCl Dhdg 

m i ftl 1 & R g 1 t C d g g h dl 1 

I K g I d Ib d g h d h d C mpl j Id II 

m KgUüschl tOdg tEKgltDd k 

html 1 LzDL-zJ D n Ig t 1 t — d p kkh 

g t g II - b Kgl d Od g 

f 11 u 

E Eh d bibdl ffCdglght 

hlt gl KgltOdg Egd D 

tdOdh hA i^t&dd ytml & 

t B tdlfCd K gl p Odgd 

d { p)t F l l gl A tt G I (P l 9 U ) B g 1 
dggb l g\ (F l all jl) k Afd ^ 

gbt dL — IPlkglEttlgd Odghl 

dEl 1-1—2 21 dDI Plkglt 

Eb ^^ d/>tPlkgl Cid! d&d 

g 1 1 tl ;t mg k 1 t 1 ( — ) t P 1 k g 1 d I & 

dd DPlkl & dFd tlkgl 

bh d Ib Igd b t DPlkgl(-l) 

Od dGd f Ebbld BMI 

G d w 1 h D pp Ig t P 1 k g 1 ~1M Od g 



') Anleitung, Hr. 19, 68. 
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Erster Theil. [Cap. I— II. 

dbid KgUdffesA") 50d Sr-)«!!! 

dFd tlkgl llfl g t dlt Idt 

w ) 

5EKlwt05gt h tCI dumgklit 

D Tl d E 6 1 ( Q«(«i hgl) t m tt Ib F lg d 

Th d K g 1 1 t ) 

EKld Atk MlOtlDhhttgd 

t p I d Eb 1 t 1 Kb b h 1 ) — 

dm Idbl IbttPfghd mwd 

gt d d J i r I pp d Eb w n 1 1 w 

tp hdStll IJti h&tllb hlbd hgl 

D =! hl l I 1 1 g h d El I b b d II 

M tt jf t Umg kbt g QdkgIdEb wlh 

d I d II bl G t d b dgl h d 1 f t & 

gh wpj IBhl d birg Ib 

idwftTgtlb Cd Ihwpi h 

St hl b 1 1 bld ) 

■W VI G d j j i dd dPl 

bddlgtdEbl j ff d 

jddPlgdd d IltZ jgtCdbldn 

mtdbdG t dFdmtalkld bEb t 

lalt d 1 hSjmddWkl jgt 

Eb wl ZTgtlb dEglh htllt 

lldbdgm IflhDhhttgJdbd t 

Eb f,l 

E Td h tmmQdkgl jagte w j i I t 1 

Ibd tggthdS b IPlb RtZ d Ib 

rgl gtTl d m tKglghb 1 in 

d gbb It Kgl Tnd mghb dat, 

m d Kgl Jgtt t gkhtdlt Igl 

Id bb wlhosdm tKgl jgttZw 

Kglhb jgtTdgm d tb dDg 

Ib d llt.dgltd d las d 11g ttlh 

Tgtib dbdKlbllwd Id Itd 



) j: iZ« j S 13 15 

)E la g %n 18 

)ZEbhhlh p h dflh 

Eb d h dmBllgh Id ddddl bd 

Strhlbblpj }i A D ii l } d Eb de M 

b hl a D pp 1 hAl D d p b d S hl des f d 

bgW tsd Sblbhl 

) Ch Mh d g m p l p j ii gi l d 

l i d g i (^ Ui d lA d d B II T IbSUJ 
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4—6] Df louabh Flächen und liuuntni en 5 

DurclischniltBgeraden der entgegeugesetzteu !Lbeiienpaaie siad, nelchti diich 
die denselben beiden Kt!a;eln gemeiii schall iihen Erzeugenden liindurLh 
gehen u s w 

Fm Kegel vneiter üidmn^ der eine Doppelgeiade enthalt ist das 
Sjateni zireiei' Ebenen die diiih diese Gerade gehen Em Kegel zweiter 
Classe der eine Bitangentialpbene besitzt besteht aus dem P\ tenie ZMeioi 
Geraden die in dieser Ebene liegen 

Diejenigen Quadiikegel ti eiche drei gemein bdiatthchon Bedingungen 
unterworfen «md und so besohafteuj dass jeder Kegel duich znei Gerade 
nur auf eine einzige Weise bestimmt ist bilden einen Cfinplex den min 
ein Net^ nennen kann In einem Netze von Q ladnkegeln £;ibt es eine un 
begienzte Zahl die sich in Lbenenpaaie auflösen das lie sst etnt Doppel 
geiadi, beMteei Die Lnveloppe diesei Ebenen ist ein Kegel diitter Clasac 
und dei Ort der Düppelgeraden em Kegel dritter Oidnung TT s n 'l 



CÄPITEL IL 

DEVELOPPABLE FLÄCHEN UND RAUMCURVEN. 

6. Wi bot achten e'ne C v als den t alle I a^on e' es V cte 
welcher sie) cont n erl ch n Ra me nach e nen solchen Gesetze beilegt 
dass eine bei eb ge Ebene n r e n Sisten get ennte Lagen les M b Ib ent 
hält.') De Curvo he sst guruidc ode eine Ra cune enn ve gai ä 
beliebige Puncte lerselben n cht n e n und derselbe Ebene enthalten sind 

Die Cur e ho sst -vo de v ten Odv j venn e ne bei eb ge Ebene 
sie in c Pi c e — de reell mag nar ersch eden zusa nenf^lle d se n 
können ~ sehne lef Es fol^t a s d eser Dehn t on lass e e Sa r e 

mindestens v de d tteo Orln ng st 

Die Ge Ale -nelche de P n t n d Carve m t dem unm tfelba fol 
genden Puncte m e bnJet he t langen der C enn Jede Ebene 
welche duich d e Ce ade tn n l nl rclgeh he sst ebenfalls T jmUal 
ebene der Curve in m und kann anderswo die Curve nur noch in v — 3 Puncten 
treffen, 

C'liMse einei- Eaumoui've ist die Zahl ihrer Tangentialebenen , welche 

') Um Zweideutiglieiten eu vermoiden, wiederhole ich, dass in i!en Sllfzen 
dieser Nummer und in deneu der vorbei gehenden, die Kegel, von denen die Rede 
ist, sämmtlich denselben Scheitel besitzen, durch den alle Gei'aden und alle £!be- 
nen hindurchgehen, die in Betrsaht gekommen. 

') Das heiaat in der Alf, dasa alle auf einand erfolgende Lagen des sich be- 
wegenden Puiictcä von der Verändorung eines einzigen Parameters abbBngen. Eine 
CurvB kann man daher eine einjack unendiiche Heike cun Pmiden nennen. 
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Ih blbgUdhdhgh ddliZHI T 

t I h 1 h d UkU 1 h G d g h tt w d 

L m m il i 1 f d f 1 1 

PtlC r hblld ttllflll^ 

mmmmlPBtmg Ibtm Fb mmmd 

m wl d[tigPhgtdC ItO daim 

bm M xtt t ^ i dtigdOlt b mmm 

mmm hd 1 IT mm dd mlbfl 

gdOltb mm mm m fi Im 

F t d ( 

L t 1 1 h P t 1 L 1111 t Ib 

t lg d r t b t mt 1 d h d ra ib Ij, d ] 

b b mTgttddh dlhhPt 

dC ddhw mlbtIdOlt b 

1 t b dl h t b t ramt 1 1 d tt Ib t I d P t 

d 1 h w tt 11 f Ig d T g 

7M tdCrtdTgt C b- ! Ib 

Fläh i D el pp bl 1 T g t A ^ C& at ei i 

IwLlb Flh Od g A D Iipb! tdZild P 

d d ib llk 1 h C d g h t 1 d h 

t d Z hl gl h d Cla. hl d C D I t b m n m 

d C P t m i t A T g tali d D l i\ \A lg 

d & t iH 1 th It d b d m t Ib f lg d E 

^ d m lit 1 t f Igl 1 j d d Eb g 

CdT td bklb FIl— dht tfft 

w illbhP — P A B I g gen at IX 

m dmkltjdTgtdDlppbl Pt 

I G t 1 gt d t Eb W j d T g t 1 b 

d 1 k Ib Fl i tt Ib t Ig 1 li g d th It 

IgtjdG t w tlbflgdfgtBll d 

bklb Flh \^lhtgdeiOidTg d C 

A Ue E 1 il d O dal 6«j 1 Ib 

W h b d B ff d Deid pp bl Am A C tw k It 

k b I d C d bw. k Ib M h h I 

W 1 k Eb d I t R b I h 

C bwgtd dl blbgg hl Pt mym 

g i t L d b w gl h Eb h 1 hg 1 1 ) D E I pp 

!L 1 hl lEl 1 hiCtlTd 



') D»a heis^t in dei Art, dass alle Lagen der beivegliohan Ebene von der 
Vefinderiint, eines einiigen PaiameteiB abhängen. Eine abwickelbare Fläche ist 
dahei eine einraz-h unendliche Beihe von Ebenen, Die Kegel stellen einen speci- 
elleo FiU div n dir 
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e- 1 D l i U Fl } d h n 

1 h 1 tt Ib f Ij, d L t, ä El I d t 

d was m b iclib Fl he t ) 

E P 1 P P f dfldL 1 hb 

g d Eb D Eb P tl It d d b 1 m tt Ib f 1 

gdGdPPPFDdEb P P" P hd h 

niP 1 Ot fdDlppblglgC 

tDP PPPlt dbd mt!bfla:dE 

gd PF F P- dmfckh iltdG t PPdbd 

tlb flgd P tPP-P P-PPd C D & 

t dDtprbl dflbhTgtdt DEb P 

tb It d d m tt Ib f lg d P t PP P- F P P F P P 

d ddhdTg II 1 bklb PlhO! 

t b d 

C/ 1 b k ib Fl h t 1 Z hl 1 r g t 1 b 

wlhJh UklhmR g Ptglgt d 

k 

8Wk bdDIppbll l^Sgl tb(b 

fd hbdKlbmkhbl,3)Er tll 

h t d ppd w dbklbPlhl bd 

EgdbitdflglhlC d Tgtdf 

t 1 b k Ib Fl h 1 s t t P t 1 t 

ht ä a W l ien ^ dDlipbll 

w m tt ib f Ig d E g d 1 1 h t d was d Ib t 

] g d m tt Ib f Ig d & t h d d f Igl 1 mit 

dC pgCttbtLC t 1 ßp! 

wlgllbdDlpibl lidT tlb ht 

(Ib bdC w hd Ptbhid 

S 1 tt d d t b h b f, 1 h g Ht Eb t t h hlt 

f Gd d dbdShntt Ihdidbd 

Tg Ib tthfiÄ FG tht io ä V 

d h d m tt Ib f lg d T g t 1 b d D 1 1 p bl 1 

dhb hlgdhl ttlbflgdPtdC 

E 1 h blt d m S h tt d 1 h b 1 b g Eb t t ht 

lldh Idbghtf ä r let Q d d 

d T tll gbldt alt 

Dbl Sgl t fpbdflgdSgltt 

d R B P t d C h t loip It d Ib 

w hdTgt t dflglhw hdOl 

t b h tb^ Is C&l J i b d f 

dflgdT ( hd d h 1 dllgd 

1t b E D fi Ij t — 1 b '^i t — t tt 



') MoNQB, jipplicaiioit de l'anal^se h la gioiaUrie, |. Sit. 
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8 i'rsief Thell. [Cap. ü. 

Viel Durch« chnlttspunUt mit leder Osi-ulaiionsebene und nut der Ebene det 
beiden Tangenten, er veifutt dra, Schnittpuncte fUi jede indere Lbene, 
Belobe dunU eine dei beiden Tangenten gebt und nm wei flu- jede andeie 
Ebene, «ekhe durcb den Pmict selbst biadnrchgeht 

Die Devi'toppable und die Cime kjnnen andere Singulaiitdten höherer 
Art haben, die wir aber jetzt nicht in Betracht ziehen wollen 

1 Wii sehneiden die abtvickelbaie Flache dun-h eine Ebene P, der 
entstehende Schnitt ist dann eine Cune von dei nimbchen Otduncg tis 
die abwn,kelbare Flache Die l'uncte deiselben sind die Spuren doi Genera 
trixen und ihre Twigenten die Spnren dei Tangentialebenen weil, «le schon 
tiiibei beraeikt wuide lede Uei ide die in einei Tangentialebene einei ab 
wickelbaien Flache gezngen ist auch Tmgente dieser Fhche ist Es lolgt 
daliei, dass auch die Classe des Scbnittea mit dei Ciasse dei ab wickelbaien 
Flache zusammen fdÜt, denn die Tangenten die siih an dieselbe diirth einen 
beliebigen Funct ihier Ebene ziehen lassen, 6ind die Spuien dei Ebenen, 
weLhe lon dem nämlichen Puncte iiT'gehenil die Developpable beruhien Die 
Doppel langenten der Schnitttune bestehen ausser den Spuien der doppelten 
Tangentialebenen aiia den Geiaden dei Ebene P duieh nelohe ewei Tan 
gentialebenen gehen, und die Wendetangenten endlich sind die bpurcn dei 
Wendeebenea 

Jeder PuHLt in dei Raumcurve, deien Tangenten die Eizeugeaden dei 
developpablen r!,iche ■ynd der in dei Ebnen P hegt, ist eine Spitze de? 
fecLnittes Da ndiulich die^ei Punct der Duichsohmtt ^on drei unmittelbai 
folgenden T ingentialebenen ist, so müssen sith m ihm drei aufeinandeifol 
gende Tangenten des feobnittes schneiden Diesei Eigenschaft wegen gibt 
man dei RaunKurie den Namen EaclJ ehtante oder Cuspidalcuivi. dei De 
leloppiblen Dem entspiechend nennt man die Fn^eloppe dei Osoulations 
ebene tmer Eauim-uive ihie Jindterenda Devdoppab!'' 

Die Geiaden, die in det Ebene P willkürlich duich den Punct m ge 
zogen 'ind, trefien in ihm die fechmtteurve in zwei zuiiimraentillenden Puncten, 
aber es gibt eine Gerade, die Kfiokkehitangente, das heilst die Sput der 
Osculafiunsebene dei Eaiimcurve m ax flu welche der Punct m drei au 
sammen fallen de Schnittpuncte darstellt Es trifft folglich eine milkurhch 
durch einen Punct dei Cuspidalcur^ e gelegte Gerade doit die I>eieloppable 
in znei zusammen tillenden Puncten, untei diesen Geladen gibt es aber 
eine unbegienzte Zahl, für welüie diesei Punct einen dieifachen Beiubrungt 
puni,t dllstellt, und dei Oit dieser Geiadea ist die Ebene, welche in jenem 
PunUe die Cuive oecuhert 

Schneiden «ich zwei nicht unnuttelbai folgende Geneiatn^en auf der 
Ebene P, «o ist der Sohnittpunct fnr die Schnittouive ein Doppelpunct, weil 
diese lu ihm von den Spuren der beiden Ebenen beiuhit wild, welche die 
abwickelbare Fhche längs jenei Eizeugenden berühren Diese Spuren sind 
die einzigen Geraden «eiche m jenem Puncte eine dieifaehe Beiührung mit 
dem "-idimite hihen mhrend jede tndeie in d.'i Ebere P duich den i \u\ 
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8-n ! I t 2 t 1! dir» q 

■ lieh P gOrldtdSh fll 

den P f ft All 1 P t ml I 1 D b h 1 p t 

zwe 1 1 f d f Ig ! E g d b Id f cl b 1 1 

bar Fl h C II g d b g kt E g 

Schaft d Do^jel d 1 ff d D 1 pp bl D 

Tai g (i D pp i b 1 b g i PI t ff b 

die D ha hn tt g d a b 1 Lb 1 h d m P t I 

De 1 i p bi b ( h 

E C J al w 1 I Uk 1 t d h 1 t d D n l 

cur g i gt t t fft d t d D I pp 1 1 mm f 11 1 

Pim t b t d 1 & d g bt b g t Z hl 

fürwiha P d gDbhttitp ttd 

der t a Ib d d b d Eb g b lä t 1 h d b k Ib 

Pia hl d& t Ih d hdmPtk 

Dg lg hb ttwuddCd wlld 

Dev 1 pp bl 1 1 i P in h h tl 1 

einzg Eb ITgflb Igl t,C * ddh 

jene P t It 111 t d b k Ib Hb P tg 

Ber h g 

A d thitdShtm^lpt a=!f jd tt 

Gen t nnd la D pp Ip t d S^ ] d B pp lg t 
10 E b h j tzf 

dOd gd gb Em 

ß d Uai, ä 1 d D 1 j-p bl 

/idOdgd ril d hdCl IK 

rd/UdGd 1 bll Eb PI 

dlhn d 1 Tn^tlb dD!p 

1 LI g h d Z hl d d PI It r g t 1 i g 

hl 1 h g 1 1 

fdZhldPtdEb Pdh Ihjd I 
& t dhkib Flhgh IdOd 

d D pp 1 1 Zahl d D H '& t g 1 1 

II gbt 
d Zail d W d b d 

f' d Z hi d t & t 

N tdShtddldEb P dDlnbl 
zeug 1 C f OdgdtCl d Diplp 

hesitüt und i-f-" Spitzen, j- Doppeltangenten und a Wendepuncte. Also er- 
halten wir mit Hilfe der Formeln von PrutKEB 

U == p(p-i) - 2f - 3(v+Ö), 
\p = t'0^-\) -~tr — 3a, ■ 

n. Man betraohle einen beliebigen Pmict a des Raumes als Scheitel 
eines Kegels, der dorch die gegebne Kanmonrve geht (PerspecHvkegelJ. Die 
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F gdd Kgl aifl ih mPtoah 

dl tdC gl inldTgtlbnlKg] dl 
jgCb ddtlShtlldT tdC h 

dhh E dl IgtEb hdtd Igla vil 

C IdC Pt ! EbbtDOdng 

dKgltl IhdOdgdü Dlnblbg 

PtdE h IT taJb dKgll 

TgtdC gb lldhdGd Intt d 

dt! 1 I 1 t 1 gl I d Cl d C 1 igl i 

dOdgd 1 dDlppbl 

Bppitat dKgl dd&dn IhdPto 

ntlDpplptdC bd dd hdGd 

wlhdhcFh dh bd Pte fdC 

tt 1 bdnlU dKgllgd lb& t 

T ülbnnbtzt— F ddjgCd t & a 

t wlhd hlmlSp dO bd 

It dh ItEb OltbdC 

t fdKgl Wdb wl d f dlgd 

t gd 11t ZU dh liklh dWdb 

Gl 11t d Lb t 1 /> Eb n w ! 1 d h d 

G dghn dd Kglb hn b gbt C ddB 

hgg tdWdb flwlhd Eb d al ) g mt 
wdZhnwl 01t I dC-v blbga 

Gad hltdOlt b fdnEb Ih hdl 

dGd hl d dCbbt ei h 

gbt lg Zhl &df IhdOlt b 

d ^ hlt All 1 G d g I d 1 d ü 1 p t 

Buft hh wlhdhohtlC h 

d Pt mn bht dnKgllg E gdn 

Ji dtiiglh dn'tTgtib dKgl D 

Bt tlb aHtf tdTgtlb dKgl lb 

11 blbg dBt tll IbtdhoglgtC d 

gh hitfrf« d&l dbdBhgg 

t tZhtmdh BU IbdP ir 

b 1 b r d hit d Eb f «; Lb I h d h 

d Gd h ddCrvbdh b lltf/a Bg 

afdnbg tZhl Gd d IgEb dh 

d d d B ih p t 1 k 

All 1 g Eb d j d d E m 

Puiicten bcruhit oder, was dasselbe ist, zwei lui-ht unmittelbai fulgende 
Tangenten enthält, haben mv Enveioppe eine abwickelbare Fiäcbe, welche man 



>) Dies ergibt Eioh aus der entsprechenden Eigenschaft r 
Einleitung, Nr. 31. 
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Diielopi able Flarkfn und B tu 



biie odei doppellba uhi eiide Devcloppnble Jer Curie nennt 
Jede dieser Ebenen beiuhrt die Developpahle I.uigB der Geiaden, welclie dip 
beiden Beiühningspanote der Ebene und dei gegebnen Curve mit einandei 
verbindet. 

Ausserdem ist jede Ebene, welche durch eine doppelte Tangenfe geht 
eine Bifangentialebene deb Kegels, und jede Gerade, welche durch eme Wende- 
tangeutc gelegt lat, eine Wendeebene des KegeN 
12 Bezeichnen «n also durch 

« die Zihl dei bemden, welche sich (on einem iullkuibchen 
Punete so ziehen li?sen, dass sie die Rannicutve zweimal 
treffen unter Hin/imahme der Zahl dei Doppelpnnote dieser Ciiive 
odei mit andeiii Woiten die Zaiil doi nJieinbM /"n und wiikhckcn 
Doppelpiincfe, diiich 
Tj die Zahl der Ebenen, die duidi o &ehen, und zwei iiiclit un 
mittelbar folgende Tangenten dei Omve enthalten odei auch die 
Classe dei doppeltbei uhrenden Devcloppibien untei Hin.5nnahme 
der "Zahl der bioscnherenden Ebenen , und mit 
ß die Zahl dei Spitzen dei CurTe, 
so ist dni Peispectnltegel, dessen fecheitei O i'»t, von dei y feu Ordnung, dei 
p-ten Classe, ei hat « Doppelgeneiatiuen, ß sUtionare Generatrixen, i Bi- 
tangentnl ebenen und u-J-C Wendeebeiien Wir haben lolgiich (3) 
U = v(.-lj - 2« - iß, 
Iv = p(p-\) - 2g - Ziu+I*), 
(,t + & - ß = ^(p-y}. 
Die sechs vorstehenden Gleichungen ^eidinlt min Cmlei 'I MitlPht 
derselben oder aniierei, die sich ans ihnen ibieiten Jit-ecn, nie zum Bcüpid 
die Icjgenden 

l a-ß== 2 (/.-/), 



1 1 ( 

ß 7 =; 



fl ß \ I e -q 

j, d R 1 t h 

p{.p-^) e = 



1 1 1 1 pp bl Fl h g t 
D i pp H t h C p d 1 



M d f g la* 

T/ÄJ la bes d ile 

{J d d L II T 10 1S4 ) - 

I J i h m t TT lSb6) 

) Z S le g l i d Bo 

(C mpt d 7 j li Iö6bJ 



f ces dk l pp hl 
de Ij bl {O 
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12 Erster Theil. [Cop. II. 

t, t blltt n I ra P te (de P te dt C kI Ge de (die 

Ta geaten d C le 1 e be e t lea de FI 1 e) unl Ebenen (die 

Tangent alebe en de De elopi ablon) zu bet achten hat tndl ch kann man 
in de nan 1 hen We se n e d e E gen hat e de KCgel s ch aus denen 
de ebenen C r en m llel t de P u ps de D i t I <ii le teu U se die 
Ra no Te nldeai v ckeibare Fkchen den It J e^el s d n Coire- 
lation Eetze das he ast d e B gen hafte de e en S sfetns dessen Cha- 
rakte t ke 

, P a S r s >= 7i H 
B nd aus den B genschaSten les rec p oke Syste he le t e de n Cl irak- 
ter st ken he ssen 

ft ". p- ßi ", "< r> '?. ft f- 
13 ■W h b g 1 d Cl kt k d P p t k s I 

P d bh dDlppblltmt d 

k dfchtldKgl dd=ihttb lltdgwil 

kdltdltihd\^ hm Pt 

d ) Eb p II L I, h b W II 1 g B 

p I g b 

&!d 1dl Eb Ih Gd dljt t 

i S 1 t d ( d d C {p-W Od g 

ra g t t D tl 1 C t / Um F H 

DZlldSpt +-2wld IddLb d d 

Cidl bhd h d -PttfftD 

F ™ 1 P II da. d S hmtt +1 W 1 p 1 

Y~\ D pp It t d J-4 D pp Ip t b t t W h b aJ 

W d p m h 1 1 m Ilg F II d d 

■RdpttlPtm 11 dGd ICpdl 

bltDdGd d'^ltt Pt bhflgt 

d daantfld ntdgShtt ''p m D 

f dDhht ttütlgdigtlb d 

Sytmt ghdh bllgPt -T 

gtdShtt ddhgh h— 3A1 

t Wdtgffd C I&g tgrUhtl 

S h tf -/-+4 Dpplp t h ddDjpl P t 

fd bddEb bt m Dfhld /--4 P t d 
dDhhp dtd mtdSlt Ellbg 

G t Dlppbl/) Odgtffiia /--4 d ht 

m t( Ibir f lg d E g d 

I t d I d d Eb d Eb P d b) m t I 

'^ b t C d (1 1, lih g d El P 1 

d D ! pr bl ) d alg llt t 1 C (p-2j\. Od 

g ra ttDh blbgPldEb gh 

t 1 Eb d S t [n 1 t 1 b I t d 5 --1) 

Cl DP! 1 t 1 C t 11 1 1 d t w 
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-3 P t d h t h t f Igl 1 +S— 3 §1 t A d r m 1 

P S bt i das 1 C W 1 i 1- + 

D pp It g t d - />+ D pp Ii t i t t I d m b b t h 

t FD tdPt llmdEb PdCpll 

ItkWdp dSIt mh d fl 

Bl ^ptmtdC 1 wljtiZH-lT t 

d üiPt h IbtdClgl 

gFhtg g tidtl d Ib DSl 
h t -2^+8 D PI Ip t 3 n h h tt 1 t d Ü d 
t d S ) tt d t p-i F t d D H 1 1 J "^ 

1 1 D PP ]p t ] C mt h It g hit d 

! d d C a I tl It I d ^-4 P t wi d 1 

dDppl-y dEbPlhtDh hdEb 

d S> t m 11 p—i T t 3 D PI 1 d 1 B h g 

I t 1 g f d C 1 1 'S} m n d Eb 1 t ) 

D hddLbP dT\db dSjt 

D p dGdi Slttd mfUdCd 

w h b 1 d L (p-S) Ü d g D t 

a (ji-i) tu w 1 W d b m t Ib f lg d El 

1 8j t t t d 1 d h j d P t d Ib 1-3 

d Eb Idlgh DEb Pit tdLpdl 

ptBhigdhlt dh -4 

Pt dh d&lt ht+-4 8pt NldF 1 

P 1 t 1 d C _i \^ d p ^_ +G D p[ It 

genten und e— o/)-j-13 Doppelpnncte. Dieselbe Cime wud von der (ieiaden (, 
w 1 1 m P t b h t f-b P t g t fl 

d J d 1 1 t d D n Ij. t 1 G mt h t g hit 

d IdPd la dfh&d dmSltt 

b wdJdWdb ItdhdDnl p ^ 

PI 1 fdtddSyt lg Ih h Eb 

bfld \bdPtmgltdDt-pl d I 1 

d f IflgdGJdSj hl dld 

P IDhhttd t tidttTgtb htm 

dDril lg Id PI ddDppl 

dEb Plltwm bgmhtBmkmfIt 

DPfl lldCpdl dWdb bht 

wdgh hdDppl wlh 1 d ml In 

Pb b 1 t 1 ) 



jDflg i IBmk ddDppl h 

.j,hP djgGdlTg 1 Ihd h 

d b d Eb > Id 1 j m P d D 1 pp bl V h 

fiff b dmbda p—i h T g d 
)p 1 h T 1 h (p—^) O d g 1 

)C I 1 1 m IflhP (ICpdl dd 
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14 Erster Theü. [Cap. ll-llt. 

In aiiikgei T\ ei^p ki niien inr ilie Cl inktPii'tikin ilei Peis].ectn 
kpgel bestimmen oäei sie au» ÜHin Voiheigehenden mitfelsf des Pimeipg 
dei Dualität ableiten Wir begnügen uns dijrit die Resultate aiiszuspi echen 

Wild der Siheilel lul einei Gertdea des &>stems genomnitn so ist 
dei Perspeotn kegel \on der w-ten Oidnuiig von dei (p—l)tea Chsse, er 
hat (i+tf— 2 InflexicnsgeiieritLiicn, //+1 Cuspidalgeneiatnien, ij— /5+i B' 
tangentjalebenen und h— 1 Dnppelgenerati xen Man sieht also, dass eine 
Tangente der gegebenen Kaumcuiye für denjenigen Pei'pectnkegel eine Cus 
pidilgeneraCriT ist, dei seinen Scheitel in einem Puncte diesei Geraden hat 

Wenn dei Sclieitel ein Punct des Systems lot, so hat dei Perspectiv 
kegel die Oidnungiiahl ■'-l, er ist von der {o— 2; ten Classe, er besitzt 
fernei /i-\-t>—S Infleiionigeneratiisen ß Cnapidalgeneiatiixen, ij— S/jH-^ Bi 
tangential ebenen und a—v-\-2 l>uppeigeneiati:uen Es folgert sich hieraus, 
dias sich in jedem ganz beliebigen Punete der gegebnen Raumciirie p—i 
Qenei-atriien dei doppeltbei uhrenden De\ eloppablen kieuzen und dass die 
le^peetiveii Tangentialebenen durch diejenige (TCiide gehen, nclcbe in jenem 
Puncte die gegebne Cuive beiuhit Diese />— 4 Geneiatrixen liegen auch 
aul dem Feispectivkegel, dessen Scheitel dei betrachtete Punct lat 

Ist dei Scheitel ein Ruckkehrpunct ') des Systems, so ist der Perapec 
ti\kegel \on de) (i-— 3) ten Oidnung und der (/>— 3) teil Classe, ei hat feinet 
/i-j-(3_4 Inflexionsgeneratrixen ß—l Cuspidalgeneratiiien jj— ^/" + 13 Bitan 
gentiajebenen und «— 2v+S Doppelgenei atrixen Man findet folglich, dass 
eine Spitze der gegebnen Raumcuive für die Euckkehikante der doppelt 
berührenden De\ eloppiblen ein {p—5) iicher Punct ist und dass die ent 
sprechenden p — S Tangentialebenen diesei Developpablen durch die Cuspidal 
tangente der gegebnen Cur\e gehen Die^e Developpsble wird auch ton den 
Osculationsebenen der gegebnen Cnive in den Spitzen berührt 

14 Um ein Beispiel zu geben, denken wir un« eine Developpable /' tei 
Classe gt geben deien Tangentialebenen den Piincten einer Geladen a pro]ec 
tivisch ent»prei,hen Von welcher Ordnung ist dann diese abwickelbaie 
riache '' Nimmt man eine beliebige (jeiade /, so gehen durch einen bebe 
bigen Piini,t w derselben ß Tangentialebenen, denen aut a eine Giuppe ■von 
p Puncten 1 entspiioht Nehmen mii dagegen aut a einen Punct I so ent 

Doppelcutve ausser den Punelen in denen die eratere von den Wendaebenen be- 
rührt n rd Ea sind namboh die Spitzen der Cnspidaicurve ebenfalla m der Doppel 
curve gelegen, weil in jeder de selben sich drei anfeinand erfolgende Qeiade de9 
Systems schneiden Wenn anaaerdem die Tangente m einem Punite der Cuspi' 
äaloutve dieae Curve noch in einem andern Punole tnftt der nicht unmittelbar 
folgt, ^0 ist dieser iür die Doppele irve eii e '•pitze weil m ihm znei unmittelbar 
folgende Gerade des S\Bt6m3 von einer dritten nieht btnaebhailen jfeochnitten 
weidu. 

') Wäie der Scheitel ein p-fatber Punet der Curre, so n iie dei Pcrspectii- 
kef,el -von dfi {^—p] teii Oidnuug, weil jede Ebene duri.b diesen Punct die Curve 
iiui noch m v— p andein Puncten ti ife 
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13-1 ] Oh ß I f l b er dt g ]5 

phtdara Tgtlb d Pt Idtd 

d d-n— ITg 11 Idhrogol biml d 

-1 P t d G pp f F f Igt 1 , d w 0. li f 

bwtdGp^dP tf llün/t&d 

fet d d ( l d P t ni gel Id f P t h i j 

t h t 1 D I It 1 t ( l)Dppelp t d h t 2(/-l) 

Cpp d jl mtUlPttbtfJd Ihn 

cpp tphtf Pt wii w a f t: t!b 

mflldLtPtd d 'Wdb d 

d m D h h tt H 11 t Ig d T t 1 b g b t 

dl t 1 D 1 ip bl W h b I =0 ö = a g t t 

P = 2 -n 
i I 1 F 1 ( e; 

= 3( - 

_ f//-lK/^-2) 
' '^ Vi 

d/i^-bSß + 30 
1.3 
I ? = 2(/*-2)(^-3), 

= 2|>-1)(A- 3), . . . =) 



GAP IT EL TIT. 

OBERFLÄCHEN BELlEBiaEE ORDNUNG. 

15, Wir « Ilen eim, beliehge Obetßiu.?ii als den Oit aller Lagen eme^ 
Punctes betrachte! de seil LOnlmiieilicii im Hiump jnoh e ne n soldien 
Gesetze bewegf d -is eine iiillkurhcbe (.li^iadr e ii S\stein gi(ri,iiitPi Lagen 
des Mobih entlult ) 



') Einlaiimg, Nr 21 

') Sit.MO'^, Oll Ihe ctas3ißeali<m of '■ui-i-en of double eurvature (Cambridge and 
Dublin Math Journal, J 5 1850) Mtu selie ausseiden) den ausgezeichneten 
Treatise on the anaiytie geeTaetry oj three dimemions (2d. ed. Dublin 18G5) desa- 
setben Verfassers oder die deuteehe Äaagabe, welche Prof. Fiedler dnvon gemacht 
hat mit leichen Zaaätien {iTialytiKlie Geometrie des Aniunes, Loipiig 1863— G5)- 

'l Dai heiost m dei 4rl, daes alle aitfeinaud erfolg ende Lagen des sich be- 
negenden Puncles tou dei Yaiiatinn zneier unabhängiger Paiameter abhängen. 
Eine Obeiflache ist folglich eine dop^ell unendlicke Heike ron Funden. Es folgt 
noch, liass die zwei Pliicheii gerne lueuhaftHchcii Puncte eine einfi 
Keihe dai bei" t einp Curn bilden <C,) 
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16 Ureter TheU. [Cap, III. 

Die Oberfläche heisst von der i'-ten Ordnung , wenn eine beliebige 
Geiaile sie ni v (leeilen imdgindien, veisthieclnen zusammentallenden) Puno 
ton tiifft Hat tolgbch eine GeraJt nielii als v Puncte mit einoi Hiebe 
ii tci Oidnung gemein, so liegt die Geride ioIlst.indig auf dei Hache 

Eine Flache eistev Oidnung ist eine Ebene 

Eine liibene schneidet eine Obeiflai-he i'-ter Oidnung in einei Cuive 
ebenfalls (on der f ten Ordnung 

Eine Gerade heiBst Tani/enti. einei Ehehe, wenn sie dieselbe in zwei 
unendlich nahen Puncten trifft (zweipunctige Beiuhning), sie heisst eine Oa- 
catisrende, wenn sie dieselbe in drei odei mehr unmittelbai folgenden Pancttn 
schneidet (dreipunctige, Beruhiuns;) 

16 Durch einen Piinct m einei gegebenen Obeiflache ziehe man zwei 
Gerade i i , die in ihm die Flii-he beiuhien mögen Die Ebene ir schneidet 
die Flache m einer Cune / die m tti eine doppelte Beiuhrung soiiuhl mit 
r als mit j hit Es ist iolglich ni ein Doppelpunct füi die Curve l '} Alle 
Geraden also die in der Ebene )i dnrch nt gebogen weiden können, haben 
in diesem Puncte eine aweipuncüge Beruhiung mit l, das heisst sie sind Tan 
genten dei Fhohe unter ihnen gibt es nur zwei, die Tangenten an dte 
beiden Zweige van l, welche in m eine dreipunctige Beiührung mit l ein 
gehen und al&o lui-h mit der FUche "Wir nennen sie die Oaculiei enden im 
Puncte m 'j Jede Ebene, die duich eine diesei Geladen gelegt ist, schneidet 
die Fliehe m einei Curve die in m eine di eipu nötige Bei« hmng mit dieser 
Geraden hat, d'w will sagen, m einer Ciuve, fiii iielche m ein Wendepunct 
nnd die Geiade einp Wende tangente ist 

Die beiden Oscuheienden sind leeli oder imaginär, jenachdem m für l 
ein wirklichei hnntenpunct odei ein oonjugieitei Punct ist Im eisten Falle 
heisst m ein hi/ßet bolucker Punct, im zweiten Falle ein elhpUsüi& Ist m 
eine Spitze fui die Curve l, so fallen die beiden Oscuheienden in eme ein 
zij,e Gerade zusammen, und ni heisst em parabohecher Punct ") 

Im Allgemeinen liegen alle Tangenten dei Oberfläche im Puncte tn in 
dei Ebene n', das heisst, eine duich tn ausserhalb dieaei Ebene gelegte 
Gerade hat dort im Allgemeinen nur einen emzigen Punct mit dei Flache 
gemein ') Veihielti' es sich abei mit einei so gezogenen Geraden r' anders, 
so hatte dies für jede andere Gerade » ' ebenfalls statt, die duich m geht 
In der Ihat, hat j- in m einen zweipunctigen Contaot mit der Flache, 10 
schneidet die Ebene r r' die FUche in einer Cuive, welche in m von r 
beiuhrt wild und auch von der Duichsihnittsgeraden der beiden Ebenen 

) Ämkaung, ^r 31 

') Infifuanal tangint nacb isÄLMOs, Sa /UaiyeiUn mch CciEheH Enthalt 
die Fläche eme Gerade, so ist diese eine Oseulierende lür jeden ihier Punete 

') In einer De\elöppahlen, die Kegel emge-Lhloseen Bind alle Puncte parabo- 
lisch Die OEculierenden fallen mit den liii zeugenden usBinmen 
'] DiPiN Be eIo}.pement äe qf^ Nfi" Firia l^l,j p 59 
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l'i-17] b n 1 hl g l g 17 

d 1 hdh Utd V f \ h 

I llihmglgtGd hm wpmtg Cftmt 
d n h d 1! Eb d h m h d d Fl 1 C 3 

m Dpplpthb D Sl dtb gl 

P t d Fl h t tt 

D Cb d II C d w ! 1 d Ob fl I 

y h l I Pc/mbh tllt a h t d T ) II 

d Fläl mE Tgtlb mblb Pt 

Flbhltdhl C dw Udmg 

Zgbtt I! ImBhgptdIk ) 

M k hg d ITgfib dUl m<3 

OtdCd t Ib hd fdFlhgg L 

b b 

a d3bfl,J dZlldT tu 1 

m]l IIb R ggb Cllgk 

l'U drid ItdlbEbl ddmt 

1 11 C ! d i d t d Fl 1 1 11 d 

P t t ti h m D ip'l f d 11 1 I 1 d ! 

h g 1 gt El b d t 1 FI 1 C f 11 

Dpplp ttJT t andbdZfelb mdC 

dpt BhgEgbdh bg tZbl G 

dd Dpplptm dpt Cft dFlh 

hl d d t 1 Ib t K g 1 w t Od g (1) r d 

lg ib 1 igibdtdgb ni 

fwih ptbidtWwd Figd d 

hEgdd kgibt d jl m 

P t^B I g td rihht 

Dk h IdKll ElPQf 

Itld 111 dlOl ddjgtd Ih 

II gl d PdQl DEb lldll 
fdJQgl IddFll C fwlh 

"^It tDSltdjddEb PQmltt <- 

m mlfhP mDtgIbkl 1 

I t das ) 1 & d 1 d 1 m g I 1 d El 1 t 

dObiil IflM IdC dPt bdtd 

mtllmtm mfn Dlgt ddZg d 

b IGdd mmtdFlh i gf-t 

b t 

LIf 1 ddEI P Q 

m II I don d g I i d Fl 1 L 



) P l b d Ugsrei G I 11 g d Fl 1 

C aet de 1 d Od gen I b {C II J i Bd 4 lb2J 

S 3 9) 
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[Cap. m, 
in diesem 



t8 ^rslei- Theil 

mit droifaeliem PunctP m achneidet. Jede Ebene dnieh r 
Falle eine Cui've mit eJaer Spitze in diesem Functe. 

Um diese drei Arten von Doppeltiuncten au unterscheiden, pflügt man 
sie conischen Funct, Biplanai-pwaet, JJniplaiiarpuncl zu nennen. •) 

Man kann noch weitere Verschiedenheiten des Biplanarpunctes unter- 
scheiden, je naelitlem eine oder zwei oder drei Gerade, die einen vierpunc- 
tigen Contact mit der Fläche haben, mit dei- Durchs chnittsgeraden der beiden 
Tangentialebenen zusammenfallen; und ebenso des Uniplanarpunctes, je nachr 
dem die drei Geraden mit vierpunctigem Contact yetBcIiieden sind oder zu- 
saminenfallen. ') 

18, Eine Pläebe kann auch dreifache, vierfache, . . . , beliebig vielfache 
Puiiote haben. Ein Pnnct m heisst |0-frtch, wenn eine beliebig durch m er- 
legte Gerade in ihm die Fläche in p zusammenfallenden Puncten schneidet. 
Jede durch nt gelegte Ebene schneidet dann die Flache in einer Curre mit 
einem /J-fachen Pnnct in m, und die Tangenten an die p Zweige haben dort 
eine (/s-j-U-punoÜge Berührung mit der Flache Es gibt folglich eine un- 
lege zte Z hl voj ße ■»den le n t 1er Flache e ne do-f-i) punct ge Be h 
nng n n laben nl de t de selbe at e n Kegel ,0 ter Ordnn § Wir 
we den si ate ze gen daas p{p-\ 1) L zeugende d eses Kegels m t de Flache 
e ne (/>+') | oti^e Be il ru g habe De Kej,el 1 ann n ge v ssen Fallen 
n Kegel n ede er dnung ze fallen u le auch n p Ebenen de ch von 
e a der e sei eden se können ode zun Tl e 1 oder sanratl oh z a mmen 
lallen und so v ele le A ten on ;0 1 che P cten Ents ehung gebe 

L e Fi cl e kann aber n al e e v elfa hen Punct haben deasen 
r al der Mul pl ttdeOd gde elben berstegt denn aolclen 
Falle wu de jele &e ade de du cl d esen P et gi ge mel P note n t 
de Flache geme n haben als de e dn gszahl zulasst das 1 e st e wurJe 
voUs a d B auf le Fl ehe I egen 

Hat e ne Obe flache i' e dn ne e nen tacl e P nct o so st s e 
1 otl wend ge we se en Kegei nt dem Sei cl n tr De n es b de |ede 
Ce ide -nelcle o n t e en nie P e de Fl he ve b det v 11 ta dg 
a t de eil e 1 „ d e +1 P e n de elben e e I at J 



') Der Scheitel eines Kegels iwtiici üidiung 
curve und ein beliebiger Punot liei Cuspidalcur 
spiele dieser drei Alten von Doppelpunetea 

') SoHLAEPLi On tte li tribitltoi q/ su facei er tJe ih d c 
(Philosophical Transiolions 1863) p IQ"! 

') Welche Zahl von Bedingungen liestimmt e ne Oborfiaehe 

Es sei $o_i de Zahl (lei Rediigungen de etfUilt stm ir 
l'läobe einen (fi—1) fachen Punet m bat Die Geraden d e m v 



beheb {,ar P not der Doppel- 
iner Dei eloppablen and ßei- 



ei Ol dnung? 



einen p fachen 
(p-\){p h2) 



Contact haben, bilden dann eine 1 Kegel (^—1) ter Oi dnung det diroh- 
Erzudgonde individualisiere wird. Wenn man folglieh festsetzt, die Obei-fläche aolle 



y Google 



17—18] Oberflächen beliebiger Ordnung. 19 

Eine Oberfläche kann auch vielfache Linien haben, das heiaat Linien, von 
denen alle Poncte vielfache Piinete der Flache aind. ') So haben wir zum Beispiel 
Bchon gesellen, dass eine Developpable im Allgemeinen eine Doppelcurve und 
eine Cuspidalcucve hat. Besitzt eine Fläche eine |0-faehe Curve "-tiv Ord- 
nung und eine Cuspidalcni've c'-ter Ordnung, so hat der Schnitt, den eine 
beliebige Ebene auf der Fläche bewirkt, eine Zahl von > /»-fachen Puncten 
und V Spitzen. Eine Fläche v-ter Ordnung, die nicht der Complex mehrerer 
Oberflächen niederei- Ordnung ist, kann keine Doppelcurve besitzen, deren 

Ordnungszahl grösser wäre als y „ , da eine ebene Cur^e nicht mehr 

als diese Zahl von Doppelpnneten haben kann, ohne in Cuvven niederer Ord- 
nung KU zerfallen. ') 



einem Kegol (^—!)-Ier Ordnung liegen, oino /i-punctige Berührung haben, so wird 
in ein p-fflcher Punct. Daraus fnigt. dass f = S„_^ -f ■ jl "- + I, oder 

Pt t Lid blddSllgi IJI — "^ 

B d g b mnit tDl tdZhldBdgg d Tih 

Od b mm 

( +i;( +3) , f+'il _ i +6 4-11) _ ( +11( ■{-->)( +3) , 
123 + 1 ~ 133 ~ 123 ^ 

D Zhlb h mFlddhd &ymb 1 ß( ) I d 

Th n( j-fi g a Z hl d C ffl t 11 d ^ P 1 m 

t G d h d V bl 

)EC /-fh h dlb/'^hllObfläh 

hd dd htflglh jdmP d,fbL T 

Ib dl lOtdGd wlh dmPt (+11 

1 h C t m d Pia 1 b b t /j Eh g b Id t H t I 

Plh tOdgB DjpJtd tjdP dlb 

Bpl p E blbgll gl gl Tb PI d 111 

Flal C ( — UOdgd( — )Pte gm h 

Es dP JdGddl dEbPggb 

d t a mm f 11 d P ! m d FIH h g 1 Ifcl h iJll d 

Olkgl Eb d PtLgw dl 

blbgEb E hdtd dFläh C m 

D pv Ip t d p t T g t t d G d P^ 1 

dbmmhlübh Xdd TglbP 

dObrflh DEb PP ad tbddjdLg 

d ~ L d d p b f Igl 1 fi d t -2J L g t It 

fil w 1 I P P mm f 11 (S ; ff IS 93) g bt 1 ( - ) U 

pl p te f d D pp It, d 
) Enht ff N S5 
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Erster T/ieü. 



[Cnp, III. 



Hit t!i Ke,el insei aeinem hcheitel o iclU tiiei inieia /»fachen 
Punct & so i'it die Gerntle 06 eine p hebe fTpiide D es 1 t augenschein 
lioh wenn man beachtet disa der durch ein« Ebene die behebig dmch 
ob gelpgt ist entstehende Scbnift in ö einen p fot-hen Panet haben muss 
und dass a\isseidem der Regel lui Geladen heateht die aammthch in a zu 
Bammanlanfen dasa also p dieser Geladen mit oö zusammenfallen 

1<> Wir haben gesellen dass die Tangentialebene einer Fliehe m einem 
gewöhnlichen Pani-te derselben die Flache in einei fiive schneidet fui 
welche der Beiuhrun^apunct ein Doppel punct ist Sehne det umgtkth-t eine 
Ebene die Flaihe in einei Cmve mit Doppelriinct m m md lat diesei kein 
Doppelpinct der Flache ')> so berührt die Ebene die Flache in «i weil 
alle Geraden die in dei Ebene dmch m gehen duit einen zweipunctigen 
Contact mit der Cime alao auch mit der Ihche haben 

^ber es besteht em weit allgemeineres Theorem Haben zwei he 
liebige Flachen eii en gern eine chafüichen Funct m und in il m die'ii.lbe Tan 
geutialebene das heisst baithren eich dw hmden Flaclimi %>n Puncle m ao 
schneidet jede Ebene die durch diesen Ponct geht die beiden Flachen in 
zwei Lm en die sich m m beiuhien diese Ebene hit also m m mit dei 
DurchsthnitUcurve der beiden Flaehen e tie zweipi iictige Beiuhrung das 
heiBst soiiel ala die Curve hat in m einen Dopfel{.unct °) Die gemein 
schafthche Tangentialebene schneidet he: !e Flachen in Cmven, die in m einen 
Doppelpunct besitzen and hat filghch dort eine vieijunctige Beruliiiing mit 
dei Duiehschnittseiive heder Flachen In dieser Ebene hegen die Tan 
gonten au die beiden Zweige der Cuive und diese beiden Geraden haben 
jede wenn imti iliieh sie eine aehneileude 1 bene legt, mit der Schnittern ve 
eine dieipunctige Beiiihiung in m das heisat die Schnitte dei beiden Flai,hen 
oscihoien seh in diesem Pincte Fallaii beile Tangenten zusammen das 
heiist hat die Cnive im Punote in eine Sjitze si sagt man die beiden 
Flachen haben eine stationäre Berühuig 

Gabe es in der Tangentialebene diiich m noch eine diitte Geiide, so 
dass die duich selbe gelegten Ebenen die beiden Flachen in Cuiven schnitten, 
die sich oscuheiten ao hitfe die Schnittciuve beidei Flachen m m e nen 
dreifachen Pmct, lolglich hatte jede Flene duich m in ihm einen dreip mo 
tigen Lontflot n it dei Cime diss heisst sie sehtii te diehpilen Fliehen m 



) hdtmBpl Bb ddh I 

Dlppl!^ Od£,ld rifh dE g 

C (p—\) Od g 1 h loa m . 

w d d p-i d P t g b t AI a P 

wklh B l-agp t D tghö d Cpdl 
d D pj 1 

)H kltdg hflhC w rih 
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18—30.] Olerfläclien bdiebiger Ordnung. 2] 

Carven, die sich oseiiiieien In diesem Falle sa^'t mm, die hetien Fl uJteii 
oscuiii^ren steh m m ') Sie haben in in die beidtn DbcuUbi enden gemein 
und die Tangentialebene hat :n diesem Piini-te, da sie beide FhLheii in 
Curven mit Doppelp inct m nt und denselben Tangenten in diesem l'antte 
BClineidet, einen secli'^punctigen Contict mit der Diirch&chnittsciu\ e beider 
Flachen Die Tangenten an die diciZ^seige diesei Ciiive sind die Geraden, 
duiL.h welche die Ebenen gehen wekhe die Fliehen in Cuiven mit yici 
pnnctigem Contaet m m schneiden 

20 Zwei ihchen von (Jen Oidnnnj,en v,v neiden lun einer «lUkn 
liehen Ebene in awei Curven geschnitten, welehe jj Piinete gomeiii h tben 
Beide Flachen schneiden sieh also iii einti Ciuve jv tei Ordnung ') Da dii" 

') Im Allgomeinen sagt man, znei Flächen haben in einem Punote tn einen 
Contaet der Oidnung/i, wenn eine wilDiGrh che Ebbne, die diiieh Rl geht, dieselbe 
in iwei Curven bohnsidet, die dort eine (^-]-i) pnnctige Beiührung hüben Die 
Diircli8ehiii(tscilrve beider Fl lehen hat dinn lo m einen (/)-]-l) fai-hen Panet 
(PLÜfKEB o a & S51 ) Man sieht lei«ht, daas, nenn eine riaohe mit einer 
andern gegebenen FHuhe eine Beiührung o tei Ordnung in einem ebenfalls gegebe 

nen Punote eingehen soll , dies dasaLlbe i t, als oh sie duieh ''"+'''<^+'' 
(hier unendlioli nahe) Puncfe gehen raüssto 

') Durch die Cune dei üidning j', Duichaobnitt zweier lläehen ■- tei üid 
nung, geht eine unbigrenzle Zähl andeiei Flachen derselben Uidnung Ikvä be- 
weist man, mdeni man beachtet, dass eatnedei die gleiche E gensihalt für die 
Curre Platz g eift, die aus dem DLirohwhnitt beider Flächen durch eine beliebige 
Ebene enlslebt, oJti auch, dass, wenn (J^^O, f^O die Gleichungen dieser II tchen 
sind, die Gleithung U+XV = füi jeden W erth des Paiamelcrs X eine Placbe 
repi äsentiert, welche dnch «amralliche gememschafthche Puncte dei heiden ge- 
gebenen hin du roh geht 

Wir haben andemlrts (ISl heHiesen, dass eine Fläche y ter Oidnrag diucb 
Slv) Bedingungen gegeben ist Durch ll(^) beliebig im Eaume gegebene Puncte 
geht aloo eine FIRche v-lei Oidnung, aber auch nui eine emzigo, weil sobald 
durch diese Puncto awei Fliehen dieiei Oidnuig gmgt-n in Gemäss der eben 
bemerkten Eigenschaft, eieh eine nnbegrenzte Zihl anduei ebenfalls durüi die- 
selben beschreiben I essen 

Durch »(k)-! gegebene Puncte Wsst sioh eine unbegienzte Zahl v™ Flächen 
w-tor Oidnung legen von denen iwei sieh in einer Curve v' tnr O Innng sehnoi hn, 
die dureh alle jene Puncte geht Durch diese Cnne gehen ui zahl g viele andere 
FUohpn deiselben Oidnung, nimlich die, welche die gegebe len Puncte enthili™ 
Also haben wu den Satz 

Alle Flächen v ter Ordming teelcke duiuh U{^) — 1 beliebig gegeben' Fune e 
gehen, sehneiden steh au/ einet und derselben Oarve v' ter Ordnung, 

oder auch tt(>) — 1 behebig g'ephene Puncte bestimmen eine Curve Jer i^'-len 
Oidnung, durch die eine unbegienzte Zahl von Fliehen !> ter Oidnmg ^cht 
PmoKBr Recltmckes ear lea mrfacei alyebrtques de iiui les d^grh (Annale da 
Malh^matiiiuea par Gergoiine T 19, |S28— 1829; 

Dei Complex nller Flächen ii-tei Ordnung, die durch dieselbe Carte i'^-ter 
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22 Efster Theil. [Cap, III 

Tangente diesei Cmve in einem beliebigen ihrer PunotL tloit beide rlaclun 
beiiihren muss, bo i6t sie der Dujchschnitt der Ebenen, wekhe in demselben 
Functe beide Fholien beiuhien Die Doppelpuncte :iei Ciir^e sind, wenn 
aiB nii-ht Doppelpuncte flii eine der beiden Flachen sind, Btruhrung^puncte 
deiselben Schneiden sich die Flachen in iiwei getiennten Cmven, so 
ist jeder geineinschafthclie Punct diesei Cur^en em Berühinngsptmot der 
rU..hen 

Ist em gemeinbchaftlichei Panct iiiveier Flachen fiii die eroti. ein p fachet 
für die zweite Pin o fiihei Pimct, sn i?t er für die beiden Fliehen gemein 



Oidnung gehen, heia^t ein Flacheniii chel v ierChdraaig Durch einen bei eb g 
im Baum gegebenen Piinot gehf nni eine Flache des Büschel Ist unigel ehrt 
ein Coni}.lex von PI Sehen i^-ter Ordnung Xi{y) — I gen einsah aftl i-beu Bedingungen 
oniervioifen und so beschafien, dass durch einen niUkui heben Punct des Eaumea 
nur eine Fläche geht, so ist die Cuice, die zireien von ihnen gemein ist, allen 
gemein, uol dei Complex bildet ein Büschel Die Tangente der Basis Ciine 
gemein schaflliche Cuive aller Fllchca des Büschels, in einem beliebigen ihrer 
Puncte liegt in der langentialebene jedi,r Obcrflicha des Busohelj alio gehen dm 
Fbenen, «eiche die Fliehen eines Büschels in demielben Pui ote t der Fasis 
Cuive berllhren, dnicb ein und dieselbe Geiade i, das heisat sie bilden ein Ebenen 
biisohel Jeder Fliehe des ButtheU entspricht eine Tangentialebene, ebenso ent- 
spricht umgekehrt jeder Ebene durch i eine Fläche des Buscheis nilmlii,h diejen ge 
Fläche, welche diich enen Punct doi Ebene geht, der unm ftelbar beniobharl t 
ist ib er ausserhalb t legt ^ ir sagen deshalb, das Fllchenbuschel und das Buichel 
der Tangentialebenen sind projeetiYiach und wir verstehen \xaiei Doppeheilialtmss 
ton vier FlacTi'n des Busrhch das roppolverhaltniss der vier entsprechenden Tan 
gentialebenoQ in einem beliebigen Punote der Basiscurve Zwei Flachenbus chel 
kann man pi ojeciiLitch nennen, wenn das BQicbel d(.r Tangentialebenen in einem 
Puncte der Ba-iscurre des ei'ten Büstbclä dem Büichci der Tangent alebe 
nen in einem Pum-te der BiBiscarye des zweiten BGschela projectivisch ist, oder 
auch, wenn die Flachen des ersten ßüschcN eindeutig den Flächen dos andern 
Büschels entsprechen 

Em Flaihenbllschel wird offenbar du cb eine Ebene in Curven geschnitten, die 
ein Büschel bilden 

Man kann ftrner leicht die Zahl der Puncte finden weltbe die Curre ^ivs ter 
Ordnut g hesiimmen, die dun Durob'Johnitt Eweiei Flächen der v ten und t/i ten 
Ordning bildet i'i>i'- TOransgesetet Die beiden Flüchen seien Fi F, und es 
sei r eine bobcbige Flache von der Ordnung n— i^. Die Curve n°-ter Oidnung 
11! welcher die Fläche Ti das System dar Flachen FiF -chneidet i=t die Basis 
eines B isch Ja Vi fer Ordnung, man kann al-io dun-h sie und durch einen andern 
beliebig im Baume gewählten Funtt eme neue FUche >i ter Ordnung legen F 
kann aber, da sie ganz wdlkürlich ist, ttft' —Vi') Bedingungen genügen, ijlgliob 
kann man durch die CniTe F,F nnd durtb K( ,— v.j+l Punute eine Hache 
Vi ter Ordnung logen Aber eme Fliehe dieser Oidnung ist durch B(i'i) Bedingungen 
gegeben folglich enthalten alle FHoheii v tsr Ordnung die durch tl {v )— B {j,-~v,)—\ 
beliebige Puncte der Curve tiVa-ter Ordnung gehen, diese yoUständig. Diese 
Curve ist also durch obige Zahl von Bedingungen gegeben. Jäcobi, De relaiio- 
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20—21.1 Oherßächen beliebiger Ordnung. 23 

! ftl cl e C ? en pp t&\e P net Denn e ne bei oh ^ d ! I e 
legte Fb na seh c d t be de Fl cl en längs awe e t ve Je i e en 

1 miete bez gl nh. p d / b ch kre zende Z ve ^e bes tze J al 

]o i pp z savn ne fallende P nclen haben Wa e 1er gerne sei af 1 cl e 
Pu et f be le Fl I a e n /» fache P et nd h tte b de daselbst de 
naml eben c lat onskegel das st den t 1er Ge a !e welche lu t 1 e 
Flacl e p-\-l unn ttelb füllenden P cten t eften so 1 itten be de Sehn t 
1 n en den p fid en P not nd 1 e /> Ta ^e ten „en e n also r h p -{-p z 
sinn e f lle de gene nb^ne P cte ee va e f l„l ol d eser Pun t f de 
bede Flacl en gen e nsame Cu e en p(p+l) fade P nct 

Wenn zwe Flache s ch be üb en s ch osoul e en U gs e n 

Ca ve dis he sst n alle P ncte e p C ve su mm dose awe uil 
dre nal be den ollsfind „en D 1 i,cl tt gezahlt we den Das st 

klar -B enn n an beacl tet da s e ne bei eb ^e T ansve salebene be de Pkcl en 
n Curven sei ne de de te s cl so ele awe pn et ge dre pu et ge 
Confacte haben als d e dniing d eser C ve g osa st 

IsteneC ve f e e II cl e e ne /i fache Cu ve und fu e ne andere 
FlaOie /- f cl o n ss man s e be de D hsch tt cu e be de Fl eben 
pp'-iasl zählen. 

21. Nimmt mau als für sich fchr an, dass die Zahl der Puncte, 
in denen eine Crirve v-tar Ordnung von einer Fläche i''-tor Ordnung ge- 
schnitten wird, nur von den Zahlen v und v' abhängt, so Itann man schliessen, 
dass die Fläche die Curve in w' Puncten schneidet, weil dies die 2'ahl def 
Dürohschnittspuncte wäre, im Falle die zweite Oberfläche aus v' Ebenen 
zusammengesetzt wäre. Es folgt daraus, dass, wenn eine Cnrve v-ter Oi-d- 
nung mehr als fv' Puncte mit einer Fläche v'-fer Ordnung gemein hat, 
dieselbe vollständig auf der Fläche liegt. 

Ist ein Punct für die Curve |0-facb, für die Fläche /»'-fach, so zählt er für 
pp' Diirchschuittspuaote. So tritft zum Beispiel ein Kegel p'-ier Ordnung, 
dessen Scheitel in einem /»-fachen Punct einer Ciirve f-ter Ordnung liegt, 
diese letztere in noch weiteren vp'—pp' Puncten. Der Perspectivkegal der 
Curve nämlich, der seinen Scheitel in diesem Puncte hat (13), ist von der 
(u— /i)-ten Ordnung und schneidet folglich den ersten Kegel längs p'{y—p) 
Generatrisen. 



jiwe locum. Iiabcre rfpf-=n( intrr ptmda inler-d'rn'i e' • (Crllp'< Jiuni'I 
1830 



So t z m B 1 1 ne el □ r te 1 
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best n mt d e Dar Ucl n It cu ye e c Q ad ü l 1 e n t e ne Fla he ter 
nung Bt hest mmt durch v( + ) Punota d a Du hschn tt cur e e er c t cl 
Flaciie ka he sat e na Fil ho d tter d n" m t e ne Fl che le dn 

Bt be t n n t du ch ^"^ ^'^ Puncte u e b 
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r ThäX. 



[Cap. m-iv. 



Man (.agt nnt, Cuiue und eine Fläche halen einen ^laeipanctigen Goniaet, 
^veiin sie zwei unendlich, nahe Pimcte gemein haben, i^as heisst, wenn eine 
Geidde eie beide in demselben Punete zweipmictig berührt; sie haben feiner 
emeii dreipunchgen Contad, wenn sie drei unendlich nahe Piincte gemein 
liabun, das heisst, wenn eine Ebene die Cnrve in demselben Puucte oscii- 
liart in dem iie die Fliehe beiuhrt u s w 

Dei Dm eh seh Litt zweiei Flachen v, ter und Vi ter Oidnung ist eme 
Curve "iV ti.r dnun^j welche mit emei Flache va tei Oidnung i'ii'ii'a 
Puncte gemein hat Drei Flachen lon den Ordnungen vi, v^, i'a haben dahei 
fivjva gemeinschaftliche Duichschnittspancte ') 

Hatten diei Flachen einen gern ein whafthchen Bei (ihrint,5pnnet so zahlte 
diesei aIs «!ct Duichachmttspuncte Denn die Cuive, die den beiden eisten 
Flachen gemein isf hat mit dei gem einst hatthchen Tangenti ilebene und 
ilsf auch mit dei dutten Hache eme vieriunctige Bcinhiung 

22, Zwei Flächen Mer und v'-ter Ordnung mögen eine Berührung (/i—l)-ter 
Ordnung längs einei- Curve /i-ter Ordnung haben, dann schneiden sie sich ansser- 
dem noch in einer Curve {""'—p/iytec Ordnung. Eine Fläche der »"-ten Ordnung, 
d' "t d t C ■ P t " tf p fg Berührung hat, schneidet 

d P d ft d C ein>'"(>'i''-/i/i)Puncten. 

Fghhbdb C d dd Fläche die beiden ersten 

h d P S C ^ —pt^ einfache Durch- 



D 



P ncte dieser Cur 






d d F h 



h d n, I 



haben die Cnr 



ü die beiden Cur 



algebraischen Gleichungen 
gleichseitig durch ViHt^a 
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CAPTTEL IV. 

OBERFLÄCHEN ZWEITER ORDNUNG. 

3Brihlit d tOdfcl ^ ' 

fläl (15) b ! bg C 1 (Um g 

ft milll)Pttffd Iw blbg 

Eb m I g i !i tt d L ") d (] U 

d Rlfe k ) h i t 

H t & d t d PI I d P t m 1 gt 11 

t d fe. f d Ib d Fi h th I 1 1 1 1 f d II 

td Ih mbJbgPtm(l) ! D 

C d bld d D hhttd Fllmtd Tj, !b m 

d f fOdgmt mDppliintUtl dj, 

w ( 11 g t at m W d.) <^ \ j j 

fl t 

^1 dGdff^l Id 

Fall b I t d El i Fl I II P t d G d j E 

ddl^gltEl hMdFlh Gd 

Ihd t PtöhdtdflFlh Dppl 

pttdd 1 bdEb Ihtwd (17) Ab 

rih wt Od gmtmmDppl! t t K Imtdm 
S h t I d m P t (18) d fU dfa jlmP Imd 

blGlffS mmH flgtbH 

Qdflh pblhPt dll dPtd 

Ib b t II p 1 1 h P t d I Fl h t i- 1 

24 E jttdCa jddPtmgh bd 

11 d 1 Id E Eb wlhdhjgltt 

ddh blbgPtudFIb hJd lg 

GdAddlnlt diTgtIb d h 

d d / fi I th !t d I w t G d Ä d 

Ihngh dfdFlIlgtHtflglh Qdill 

hjlblbPt dh mtlhPthiblbW 

d h n 1 11 h 11 G 1 ti tt Ig f I h 

I bgtZlld ddlUg dd 

Plh Egl gl dhjdPtd Ib wt.d 

L wfl mi&dp Eb t hb 

r]dLd 1- tdAdff Pt 

tff wlhmdEb dPIlbltD P 1 

L g d El I i 1 Ib 1 h bt f & d / 

IdFlbd k llt itICd It Ih 
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26 JÜTster Theil. [Cap. IV. 

auf ihr liegen und in demselben Fiincte ^iisamnien laufen Bai^us, daes 
zwei Geiade A die Gernde g in veiachiedenen Pnneten treffen folgt, dass 
sie niemals in dieselbe Ebene falle» können Wir sagen, dies alle dieae Ge 
raden li , zu denen iu:,h j gelioit, ein Si/slem gerudlimjer Gmerairia^n der 
riaeho bilden 

Lassen wir jetzt ebenso eine Ebene am o rotieien, so eihaUen wir 
analog ein ander>j> hystem geradliniger Geneiatiijten derselben riiche, die 
ebenfalls iu zwei und zwei nicht mehr in der&elben El)ene liegen und die 
simmtlieh \on den Eizeugenden des eisten Syitems veischieden sind weil 
sie sxinintlioh (? schneiden unter diesen neuen Geiadcn befindet sich auch jr 

Auf diese Weise enthalt die Flache zwei Sjtteme von Geiaden ') Duich 
jeden Pimct der Fliehe geht eine Gerade des einen und eine Geiade des 
andem Systems, und es enthalt also jede Tangen tmlebcne eine Geride aus 
jedem Systeme Der Durch ach nittopunct zweier Geraden aus vei-scbiedenen 
SjEtemtn ist dei Pimct m welchem die I lache von dei Ebene beruhif wud, 
■welche de beiden GeiaJen enthalt Zwei Geride desselben Sjetemes hegen 
meht tu deisalhen Ebene, abei jede Geiade das einen Sjstema schnaidet alle 
Geraden des aniem 

Um Confusion in der Sprache au (eimeiden iit es ^ut, die Geraden 
des einen Systems Generatrujsn , die des andern Sjstems Directnxea zu 

25 Wenn wii jetzt den diitten Fall letrnchten, dass namlich die Ge 
nden g g imaginär conjugieit sind mit leellem Durclischnittspunct, so können 
wir geridan Wegs schliessen, dass, wenn eine Quidiiflicbe einen eihptischen 
Funct hit, alle ihie Functe elliptisch sind ) In diesem Falle kann man 
sagen, dass die Flache zwei Sjeteme vcn Geraden enihalt die sammtlioh 
imagmir sind, und dass jede Tangentialebene die FUihe m zwei imaginiren 
Geraden schneidet, die sich m dem reellen Beifihrimgspuncte kreuzen ") 

Dadurch zerfallen die Quidriflachen in drei wohl nntei sohl edene Arten 
Flaclien mit hj peibolisohen Pnneten, Fhchen mit eUiptischen Pnneten, Flachen 
mit piiaboJischen Puncten oder Kegel 

Die Fhehcn der eisten Alt bilden das einfachste Beibpiel derienigen 
Phchen welche daich Bewegung einer Geraden erzeugt werden und nicht 
abwickelbar sind (WindgüiiLfi riu<,ken> Die Obeiflwhen dti liei Alten 



1) Wbek, Generaüo corporis cylmdroidia hyperbulici etc. (Philoa, Trana. 1669, 
p. 961)- Man vgl. Journal de l'ecole polyt. cah. 1 (17941 p 5 

2) DoPiN, Deodoppements , p. 209. Im Allgemeinen haben die Pi'iilien *on 
höherer Ordnung als der zweiten eine Region, deren Puncte slmmüich hyperbolisch, 
und eine andere, deren Functe alle elliptisch sind. Beide Reg onen werden durch 
die parabolische Curve, den Ort der parabolischen Puncto, getrennt Gbköonkb, 
De io couj-6u™ ^i sBjyooa« eoKr&M [Annales de Gergonue, T 21 löo0-31, p 233) 

3) PoMCEtjBT , Traüi des propriete's projectives des figures. (Paris 1822). 
Art, Ö9I. 
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24—26.] Oberflächen zweiter Ordnung. 37 

lassen veischiedene FormeD zu, die sich nach der Art des bi^hmties clissiti 
eieren lasaeii, den die unendlich entfernte Ebene macht, wie es bei den Kegel 
Bthmtten der Fall ist ') 

Die Fliehen der ersten Ait erstrecken aich, da sie ans Geraden ge- 
bildet sind, ms Unendhehe, ^ber die Ebene im Unendlichen kana entweder 
in einei Ciuve schnöiien, odei beiuhren, das heisst, in zwei Geraden schnei 
den Im ersten Falle heisst die Piaehe wmdsrMee/es odei einmantdtgef, 
Hi/perbohid im zweiten Falle wutdachufes odei hypmbohsüies Paruholoul 

Die flachen dei zweiten Art eistreeken sich entwedei nicht ms Un 
endliche (Ellip/,oidJ, odei werden von der unendlich entfcinten Lbene in einei 
Cnrve gesthnitten (Zuemianiehges Hyperboloid), oder nerden ven deiselben 
m einem Puncfe beiuhrt iElhphsehe& Paraholoid) 

Die 1 heben dei diitteu Äit hibeu entwedei den Scheitel in end 
lieber Entfernung, {Kigd in der eigentlichen Bedeutung des Woifea), oder 
ihre Bizeiigeuden smij parallel (CyhndeiJ Im letaun Falle heilst dei Cy 
linder, jenachdLm die unendlich entfernte Ebene die Flache in awei reellen 
veisehie denen, m zwei imagmiren oder in iwei reellen ansaminenf allenden 
Geraden scbneidef, hyperiolti,ch, tllipUtcli, parabohs A. ') 

26 Wir wollen letzt die QnadrifliLhen dei eisten Ait betiachten Diei 
Gerade des einen Systems, die wir als Direetii\.en ansehen «ollen, genügen 
dinn, dieselbe za mdividualisieien Denn duich jeden Punct der einen von. 
dan diei Geiaden, kann man eine Tiinsveisale legen, welche die andern 
beiden triftt, und alle inalogen Transveisalen Bind die Geneiatrixen dei 
Fliehe ') Aiib diei Generatusen leiten ^ii m abnbcher Weise die Diiec 
tiixen ah ■■) 

Zwei beliebig gewiblte Direotnxen «erden von allen Generatiixen m 
Pimcten geschnitten, welche z'nei projectivitche Punctreihen bilden Dies 



1) Em Kegelschnitt heis'it H /peibel, Elbpae, Pa ahel je nachdem seine Functe 
im Unenilhcheu reell und terochieden, unaginär Bind ucler zusammen fallen 

^1 EuLEB Inirodt i,tio jn analy6%n ^nflnitoi um Tom i app cap o 

Bj Es ist sehr leicht auf die Frajfe zu antworten, von weither Ordnung der 
Ort dfr Geraden r ist, »eiche drei Gerade ji, h, i schneiden Es sei ( eme belie- 
bige Transversale, dann st die Ordnung der Flache gleicli der Zahl der Goradtn r, 
welche die vier Öeriden g h, l, S sehne den Von einem belieb gen Functe g von g 
ziehe mnn eine Gerade die 7i und naCa l in t trifll, und aus demselben Functe g ziehe 
man eme zweite Gerade, welcl e ! iind auch i in t tnfft Lisst man g auf ^ variieren, 
80 erzengen die Puncto t, t i'ei prtjectiiische Punctreihen Die heiden geninn 
Bchaftlichen Funcle deri Iben geben die beiden Geladen die ille iier gegebonea 
g, h, 1, ( schneiden Die Fläche ist also von der aweiten Ordnung 

■1) Es folgt auch, daaa die Fläche duich zwei Diiectr leo und drei Functe eben- 
falls bestimmt ist, da man, wenn man durch diese drei Puncto die Generatiixeu 
zieht die drei Faire entsprechender Puncto erhllt, die nothnendig aber auch hin 
loichend Bind, um die fro]ectn "chen Punclroihen su indindualisieten 



y Google 



28 -E'-s'e»' Thea. [Cap. IV. 

tu b It t d b 1 be P t 1 D 

t m & t g 1 1 ) fc t IgU 1 d D i p 1 

li Iti P t I h 1 G t Dt 

I d mttl jlblbgD t 

Dm Igbt Dt rat II G t 

p j tvi h Eb b h i L t I d D pp 1 I It 
Eb llbglhdh tC g! dh 

mmtl hmdlbDt 11 fttjdblb 

D 

ITmg klUld IC d IVd tpIdP t 

pil hPtl bd d tt dlbEb Ig 

lllwtOd E ijAdbdClfll, d 

tihdPt dßdPt wll g d 

Cdgtffwil 1) Itd wUllIfit 

T 1 hdtL wl, fedPt 

fl (, w p j t h P t I i j 1 1 d Ib g m 1 ft 

IhPtgbdldTd wlh pd dPt 

j h bd d ?glitt d 

SbliUIdGl d lihdPt pi 

t 1 &t k g th It w 1 t d gt n ! 1 1 h f 

P b I d ) 

AhdDhhttgdd tildEb p 

j t h B h 1 b Id II h Ol D will 

tf I b Eb 1 I t d Eb d b i B I 1 Cd d 

p j t I St I ! b h I b Id ü t ] b I at hl d 
Ib gd Ihd C tOdg 

w d 1 d f gl h ri 1 Mb tb C 

t Od ^ h ) 



JBh IjdD F Udlhhdb 

d G gl h dfd lIiHpb 

IctjdD tedQ PlIlhDEb Ib 

pIllGdhI G d D bi 

dlhfmPtedh dhll p h I db 

Pbiddsgg hld Hbf E d dFIIbb 

e d II dl b frat« P ml ! D ee 

dDufdU dlh P IhC 

u.lg IdmFH hd Ijd p b dFlb 

t,Gd dIhE glllAjp b bld 

p U I Fb b b I 

) W 1 i Fl I d 1 dl h f P d b d p 

cbP hcopddPted G ix dh 

E tf g b 

)S y ai 1 Eti Tel y d Ahl ggl g & 

td dB] 1S82 § 51 
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ae— 27.] Oberflächen aweüer Ordnung. 29 

Liegen die beiden gegpbeßen Geraden durcli welche die Ebenen der 
beiden pi ojectmsehen Buipbel hinduicligehea m öeiselben Ebene, de iicb 
nicht selbst entspredien möge, so ist die eizeUote Flacbe ein Qnadrikegel 
dessen Scheitel in dem gemeinschaftlichen Durchs chmttspuncte der gegebenen 
Geladen hegt (51 

27 Zieht man von einem beliebigen festen Puncto o als Poi eine Tians 
vpisale die eii e gegjbene Quadiifldi.he in zwei Punclen a, da schneidet, und 
ftutht den in Bezug auf Oi conjugieiten liain]oniSL.hen Punct m V3ti a 
was ist dann der üit der Punote die ailen rrinsveisalen entsprtcheii welche 
von auBgehon? 

Tede Tiinsveisale enthilt einen einzigen Punct m, tmd diesei Punct 
kann aich nicht auf o fallen, wed o als nicht auf der FKcl e befinilichan 
genorameu wai Der gesuchte Ort itt also Ton der eisten Oidning das 
heisst eine Lbene Man nennt sie die Polaicbene des Pjles o ') 

Nimmt man den Pol o aut der Flache an so fillt einer der beiden 
Scbnittpuacte o, o mit dem P)!e Eusammen Für alle Tiana\ersalen die 
die Flache in einem zweiten von o \eischiedenen Punete treffen, fallt dei 
haimonische Punct nt m o Wir? abei die Transversale Tingente der PHc he 
in so wn 1 in unbestimmt weil in diesem Falle dei Pol und beide Punete 
a, Oj iäi 'amm entallen es kann also ein beliebiger Pnnct der Tianwersale 
sein ') Der Oit des Punctes ni ist djher der Oit dei Geiatlen, weiche in 
die Fhcho beiuh en ^\enn also der P(I ein Punct dei Flache selbst 
ist, '0 ist die Polarebene die Tangentialebene dei Hache m diesem Punete 
Umgekehrt kann ein Punct niu dann m seinei Polaiebene liegen, wenn ei 
ein Punct dei Phche ist 

Betrachtet man auf dei Transveraale, welche die \ieiPincte o m o ftj 
enthalt m als Pol, so ist o dei haimmuch conjugieite Punct Geht alaJ 
die Pclatebene von o dnich in so geht umgekehit die Fularebene vcn in 
duich Ist dahei eine Ebene gegeben, und man bestimmt die Polaiebeen 
dreier Puncta derselben so ist dei Fun cf in welchem sich diese drei Ebenen 
schneiden dei Pul dei gegebenen Ebene Diese kmn niemals zwei vor 
sobiedene Pde o„ o, haben,') denn wenn die Geiadc do« die Flacbe in 
ni 0^ und die Ebenen m in tufTt, so kann der Punct m nicht zwei vei 
schiedene ccnjugierle haimuniscbe Fuucte in Bezug aul dat>selbe Fiai Oi, tit 
haben 

8a kcmmt es dass jedet Punct des Raumes seine Polarebene hat, and 
umgekehlt jede Elene ihien Pol Für alle Punete, die in emei festen 
Ebene 1 egen geht die Fularebene durch den Pol dei testen Ebeno und 

1) Offenbar achneidet e ne bei eh ge dirch o gelegte Ebene die Polarebeno in 
einer Geraden welche d|p Pqkre v n o m Bezug a if Je i Durch'chn ttskegelschnitt 
der Plkche ist 

2) EMl^tung, Nr. 17- 

3) KämllcU im allgemeinen Falle, dass die Quadrlfläclien keinen Doppelpunct 
liabcn. Man si^bo die Aumerkiing ') auf Seite 31. 



y Google 



30 Erder ThdL [Cap, IV. 

11 Eb ddh ftPtgh Ib h PI fd 

P 1 b d 1 t P t 

28 E jVfAdPlb IllPfm F d 

P t d & d lOT d 1 1 i b d Fl ^f Nl gi ght 

dPlb bldhinldh dhtdldGd 

tnAl tdOt Pt i Pll dh ft 

( d m g b d G d J/V DPlb b Ii 

h P AfiVghtdbjdP dCdmflglh 

ghtdPlb jdPt mdhdCd MV D 

C d m d M2f 1 th t d k pf d j d 

d P ! d Eb tl It w 1 1 d h d 1 1 I g 1 

dljd dPlb dPtd d itZ &d 
wild Jilg Ibbh j gi d ecy) k 

BgfdQdÜl M t II Id dPf 

d d 

JdGlltiiCjgt Clt Cd Ih 

Pt Igl jg Cd dIlb"W m 

dmgLht)ilglh ddGd Ihdimgl d 

jgi Gd UGddEb 1/d k dh 

j g r d it gl 1 t6 Eb in g 1 

d bddidPimt id riitb 

P tdPlli VidTttlb Id bd C t 

dbdT t IFlh Bit klt Gdd 

Qdflh m ItdCj t dCb 1/ 11 m 

blt ddd tPd 1 1/1 gt gid tb 

flldl dhtlbdCd dT IPlbm 

aml h P t E t fl 1 All G d h C j 

gt Itw bdDlIt ilt (ibd&d 

fang t d na Ib P t d Fl b 

DGdwIhdiFlh mbl d d 

jgt bidl II tOd}D It 

DppItHdl gbtd Tgt d I 

Ib t j gl t & d iE I 11 t j g C d 1 gt 

dPlbh Ptdl 11 hP lg 

d i>lidrib 1 fdFlhdaaUg 

hlbtj t&d thdg Gdd f 



) Cen h d P 1 d dl b f Eb I h h Ib 
bUSb dFll ddbd Ibgb D km 

QraddbdC EEbl D Ib IPl 

mldlhigBDbm d Dmlbb j g rt 

dl dcog C i ä lldEbblb 

dmllb llll 1 DDl b j 3 rt 
jddlbdEb dbd d Jgrt 
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27—30,] Oberflächen inceUei- Ordnung. 31 

d n 1 Ib t l gt D D PI I t 11 d r 1 ti d d h d 
] tTfetgbld d dmhd mik 

dGd f^niiFgbthil 1 t 

Tt ImBhitll IGdl 

n 1 hm h S t bld 

Itd Qdflli Kgl fU d b] Dpiltll d 

II td& t ddldltlttPtglt 

m D & t ht bl 1 Ib j ^ t d -n h 

jdbll^Ct wild Kl ml Ptbht 

2^ W w II t t h 1 h Cl (16) n 1 

wtOd gtDlg Ib ddl ggb C 1 

gl hbhPIdBl gpt fd jgtCd 

Mk Idl lEI Iddrihbl 1 

A ilhDhl ptmtJitE Flh tOdg 

t 1 1 Cl 

F 11 d b 1 1 fp t m m d Fl h 1 P t 

fll Idr Ib dhmdm mra 

Ih dlg Ib Ihll gh ütd V 

t d l d C 1 j t T j, t (J81 d 

Tgttl htbIdCdwIh dlhIPf 

b 1 t 1 1 d D I h tt tt Ib f Ig 1 T 

gtlb Eb t jgtT t jid 

Dhlfibb wlhdrii d dlhhPt 

bh wlh td d Cd lg 

dOZtwdh P dr d IPI (27) 

btht (d lidFlh P bld 

b J D h 1 p t tl f lit d j g h I 

Ptmbfll fdit t PtdPlb ) 

DOtdPt wlhlQdiflb Gdblitd 

d mPl gh tliC OdgddDl 

schnitt der Fläclio mit der Polarebene bildet. Die Tangente dieser Cuive 
in tt hat, da sie in der Polarebene liegt, als ihre Conjiigieife die Gerade 



1) Darans folgt: I»t die Qaadrifläi^lie ein Kegpl mit dem Scheitel 0. 90 gellt 
die Polarebene jedes Punefes o durth o. Die'Je Polarebene verändert eich nicht, 
wenn der Pol sich auf der Geraden OB bewegt. Die Polarebene ist in der That 
in diesem Falle der Ort der conjugierten harmonischen Geraden von on in Bezug 
auf die beiden Geneta'riien des Kegels, die man erhalt, wenn man ilin durch eine 
nm flo Tariable Ebene schneidet. Wenn die Gerade oo sieh in einer festen Ebene, die 
durch den Scheitel geht, bewegt, so rotiert die Polarebene um eine Gerade, deren 
Pnncte die Pole der festen Ebene sind. Wir finden so das System vun Geraden 
nnd Polarebenen wieder, das wir schon aus der Theorie der Kegelschnitte abge- 
leitet hntten (5). Die Polarebene des Scheitels ist offenbar unbestimmt. 
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32 Erster Ticeil. [Cap.IV~V. 

no, die nach dem Pclö gpiicbtet ist, «nd die Ebene dieser beiden Geiaden 
ist gleichzeitig TangentuI ebene dei Qnaiiriflwhe m a und laiig^ oa die des 
Ivegels, -nelcbtr dei Oit dei Geraden ao ist Dieser liegp] dei v n der 
zweiten Oidniing ist, di einer scmei ebenen Schnitte \on de: ??veiten Ord 
iinng ist, heisst der Quadnflathe vmgeachnebm ') 

Folglich ist der Ort dei Geiaden, dip duich einen gegebenen Punct 
gehen, und die Quadiiftache beiuhien, oder auch die Enyelojjpe der Ebenen, 
welche duieh denselben gegebenen Punct j,ehen und die Flache beiuhren, 
ein Kegel aweiter Ordnung ') Die Beiuhiuiig5Lurve ist eben, und ihre 
Ebene ist die Polarebene des Kegelscheiteh Umgekehrt umhüllen die Tan 
gentialebenen der Flache in den Functen einee ebenen Schnittes einen Kegel, 
desben Scheitel Öci Pul dei '^chmttebcne ist ^) 



1; Berühieii sich ?wei QuaJi fl-ficUn limj,» (. nei Cuiie, so ist diese immer 
eben Penn, sind a, b c drei PunUe der Boührungscurve, ao i>dinc dft die Ebene 
abC beide Fliehen in zwei KegelsobniUen, die, weil 'lO lirei Berübrnngapuiicte 
iinte) sich haben, notbitendiger Weise zusEimmenla,llLn , nusoer diesetn BerUbrungs 
iegeläcbnitt haben die beiden Flachen kernen «eiferen Punct gemein (20) Eine 
Ebene die duri^h eine Tangente diese; Kegelscbnitte'i gelegt i^t, schneidet beide 
Quadnflachen in zwei Kegels dinitCen , die einen Tiei punctigen Contact haben (22) 

5) Folglich umhüllen die Ebenen die dnrch einen leaten Pnnct und durch 
die Genden gehen, welche die entsprechenden Puncto awcier gtgobener projecti- 
nscber Pnnctteiben verbinden (2b), einen Quadnkegel {Steinbb, Sytemai Ent 
nicLelwngen ^ 1&7 ) 

3) Hierans folgt dass die Asvmpfotenebenen (Tangentialebenen im unendlich ent- 
fernten Puncte) einen Kegel umhüllen, dessen bcheitel der Pol der unendlich ent 
fernten Ebene let, das heiast das Centrum der Fliehe Hieiaus erscbliesst man 
eine sehr einlache Reget, Dtn das Lentrum e nes Hjpeiboloids zu hnden, von dem 
drei Directriien gegeben sind (Hachbttd, Einige Benieikungen aber Fla hen 
-«.citer Ordnung CrLllea Journal T 1 1826, S 345) 

Combinie en w r d"n Sita in Nr SU mit denen in Nr 27, 2S so kdnnen wir 
sagen Eowcgl sich dei Sibeilel eines einer gegebenen Qnadrifil he ungeschriebenen 
Kegels so, da?3 ei eine fierade oder eine Ebene durthlluft, so gebt die Ebene 
der BLidbrungscuriB bestlindig durch eine feste Gerade ndei einen lebten Punct 
Diesen Salz Tcrdankt man Momsp, tiiomitrte dhcripHre Art 40 
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Obei'ftiiehen heliehlger Olasse, ^eciprohe Polaren 



CAPITEL V. 

OBEUFLACI-IEN EFXIEBIGER CLAÖÖE. UFXIPBOKE 
POLAREN. 

31 Es sei ni em bdiebiger Pimet einer gegal enen FUcIie M die Tan 
gentialebenp in äie=pm Punete iin 1 mi m nis teieii in ÖLSöti Ebene du, aut 
in nach diei verscliedcner Ri htungen hir folgenden Punete das heisst es 
seien wnu muij mnia diei langenten la m Legt man dmeh die Punete 
m m nis eine ria^he ziieitei Oidmin^ so mid diese in m tob dei Ebene M 
berührt sie wiid also aneh den Punet mg entballen was iiicli die Richtung 
von iiinia auf Mist Die beiden Ilachen besitzen aho in m eine gemein 
schiftliche Tangei tnlebei e Wn ■wollen jetzt annehmen die Fkche werde 
durch eil e Ebene die iitm enthalt durcli eine aweite Ebene he intife ent 
hult nnd duicb eine d itte Ebei e die mina enthalt in dei Art geschnitten 
dasB dadurch drei Ciiivea entstehen In diesen bdinilten seien m ms ms 
die aut mm, m in? ni mj folgenden Functe Denken wii uns jetzt diss 
ol engenannte Quadiiflache ancl dirch du Punete im nij ins geben soll so 
oscnheien sich die tUtiien m m das heisst, die Schnitte beiiei, die man 
dmcb eine beliebig duicli. m sjeligte Ebene eihilt haben m diesem Punete 
einen dreipuncbgen Contatt (19) und apeciell liegen die O^i-uhei enden der 
beliebigen Flache v llstandig auf dei Qiadiillacbe Die beiden Hachen 
haben folghcli nicht nui m m die Tangentialebene gemein sondern in jedem 
Punete Wi fflj ms der unmittelbar tut m folgt Es besteht also wie 

fiii jede Qaadnflidie die Beziehung dass jede Tangente in m de Diucii 
schnitt Ei\eier miiuittelbir iilgendei Tangent alebeaen lot deren Bi_ruhrungb 
punete in einer andern Tangente hegen und dass imgekehit m den beiden 
unmittelbar folgenden Puncten die de eiiten Tangente und der Fliehe ge 
mein sind diese toi zwei Ebenen beiuhit wud, die durch die zweite Tan 
gonte gehen Die lan^entui dei beliebigen Flache in m sind also zu an« 
und zwei in dei Alt coii? tjterf dnss von zwei Conjnttieiten jpde die Be 
ruhi angspvmcte dei beiden iinniittelbai folgenden Tangentialebenen enthalt 
welche durch die andere gel en ') Die eonjugeiten Tangen tenpaai e bilden 
eine Involution deien Dipjelstiahlen die Geiiden auf der Qnadriflache sind, 
das heisst de Osculieienden dei I eliebigen Flache 

Ist m em parabohscbei Punct dei gegebenen FJache so fiilen in ihm 
die beiden Oiciiherwiden zusimn en die osciihereide Quidiiflaebe ist also 
ein Ke^el In tu ui d im Im te in dti ii mittelbar auf in in dei Oaculieien 



1) DnriH, Dioeloppeimnfs, p. 44. 
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34 Erster Theü. [Cap. V, 

dea, dis hHisqt m dei Geneiatrii des Kegels 111^,1, li'iLea beide Pltclien die 
Tangential ebenen gpinein Da aber doi Ke^jel m in und iit \[>n dci selben 
Ebene beiuhit wiid so beiubrt alen die Ebeiii, wekhe die Flache in m 
bernhrt auch in in Eine Tangentialebene m einem paraboliBclieii Piincte 
miiss aisu ab eine Tangentialebene in zwui unendlich nahen Punclen bitiachtet 
werden Wegen diesei EigBn'Lhaft lieisst sie stationäre Ebene Da in diesem 
Falle jede Tangente darth nt dei OsL-uheienden conjugieit ist, so gellt die 
1 ingentiali-bBne m einem beliebigen auf m immittelbai fclgenden Puncle 
durch die letztem Gerade ') 

Beiiiliren sich anei Flachen in e nem Puncte m, so bilden die eonj« 
gleiten Tangenten znei Involutionen und da die'ie ein einziges Paii cjn 
jiigierter Stiahlen gemein haben, ^) so haben im Allgemeinen die beiden 
Flachen mii ein einzigei Paai gememsi-liaftlicher conjugioitei 'langenten 
Gabe es ^-nei Paai gern ein sehaftlicher Cjnjugieiler Tangenten to fielen die 
beiden Invduticnen zii'^ammen, jede Tangente httte Im beide Flachen die 
«elbe Conjugierte and sie hatten folglich auch die O'cnherenden gemem 

32 Man denke eich jetzt alle deiaden die von einem Punote o im 
Räume st j,e7ogen weiden können, dass sie eine gegebene TMlIkurhche Flache 
bemhien, ant der naturhch die Beruhriings puncto eine gewisse Curve bilden 
Sind in und m ^wei unmittelbar folgende Pnnete diesei Ciirve, so sind die 
Geiiden om, mm , als coningieile Tangenten der in m o^cuheienden Quadn 
flviie, dies auch flir die beliebige Flache Die Ebene, welche m m diese 
Flache beiuhit, ist längs om auch Tangentialebene des ihr rnigeaclin^enen 
Kegels das heisst des Kegels, der von Tangenten gebildet «ird die durch 
gehen Dieser Kegel ist also die En'veloppe der Ebenen, die sich dnrch 
30 ziehen lassen, dass sie die !Plache berufnen 

33 Uie p1 en au sei nandeige^p taten Betrachtungen zeigen dass eine Flichi» 
behebigei Oidnung auch als Envelnppe ihrer Tangentialebenen delinieit werden 
kann Eme En,'elnppi> kann man duich •■me Ebene entstanden denken die 
sich tontinuieilich im Räume so bewegt, das« eine beliebige Geiade in einer 
Zahl getienntei Lagen dei vaiiablen Ebene hegt ■*) Die En^eloppenfliche 
heisst von der v ten Clasa. *) wenn durch eine beliebige Geiade v ihrei 
(reellen, imaginären, getrennten zusammenfallenden) Ebenen Hindurch gehen 
Gehen dabei diiich eine Geiade mehr als -' TangentialebBJitn einer Flache 



>) •5Al-HJ^, Ol the emduion. lliat a plai e sh >ll to u!, a ■nifaie e/c (Cam- 
bridge and Dublin Math Journal, T 3 184i p 45i 

2) Minlettung, Nr Sjb 

3) Daa heiost in der 4rt dass alle aicceaaiiBD Lagen der lai alilen tbcne 
sich erhilteii lassen, nenn man sich znei unabhängige Farametti vei-indert dt.nkt 
Eine Enveloppe, die Develuppablen ausge''i,hlo33en, ist also eine doppell imenii 
hckf lieihe non Fbenmi 

i) GEnooNMi I eclijicatioii de quelques thtaniiie eii ( \nnaleh de Qergonne, 
T. 18, Ib-'T-SS p 151) 
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31 — 34-] Oherfiächen beliebiger Classe, Eeä2>rohe Polaren. 35 

" ter Classe so gilioien alle Dlienen die diiich diese Geiade gehen, der 
En\eIoppe an, dl« Leicfit, die Gerade hegt vollstaudig auf dei PUche 

Die Fmeluppe e sfei Clisse iit ein cintAcher Panet 

Die Tangentiilebenen emer Flache y tei Classe die diiiih einen testen 
Punct gehen unhuilei e nen iimgeöehii ebenen Kegel derselben Clas=e 

Man sagt dass eine derade Tangente der Phche in einer Tbene M 
ist de die Fliehe ebenfalls beiubit, nenn zwei der dnrch ee gehenden 
Tangen tnkbenen mit M zus imrnenf allen JCs seien i,» zwei Tangenten m 
dei Ebene M und man betiachte ihien 0iiichsi,hnitt!,punct m als Scheitel 
eines nmgeschuebenen Eegels Da 7wei von den Tangentialebenen die man 
duich 1 und T an den Kegel ziehen kann, mit M zneammenf^Uen sd ist 
diese eine Eitan^entiil^bene des Kegels und veitutt also zwei unmittelbai 
folgende Tingentialcbenen desselben, nnd folglich auch der Flache für 
iigend eine andeie durch m m genannter Ebene gezigetie Geiade Das 
heisst alle diese Geladen sind Tingenten dei Fliehe in der Ebene M 
Daraus folgt dass die Geraden uelclie die Flache in dei Ebene M be 
luhien, das hei'st die Geiaden fni nelche M zwei aufeinandei folgende 
langentialebenen diistellt, durch dinselben Punct itt gehen den man Be 
rührungsptmcf der Ebene M nennt Unter diesen Geiaden gibt ti zwei die 
Beriihiungsgenentnien des Kegels mit der Bi tangential ebene, tut welche 
M diei inteinindLi folgende Tangenti lebenen daistellt Die Tangenten sind 
ferner zu zwei in dei Ait conjugie t, da=s *on je zweien die eme alle Be 
rubumgspuncte dei unmittelbai folgenden Tangentialebenen enthalt «eiche 
diireh die andere gehen Die Doppelstrahlen dei Involution die dnrch diese 
Tangentecpaai e erzeugt wiid, smd de Geiaden, füi welche JVf diei atifein 
Inder folgende Tangentialebenen diisfellt Diese Geiaden smd also auch 
die namlidien y elüie in in mit der Flache einen dreipunctigen Contact 
haben (KJ 

34 In soichei Weise kinn mm eine beliebige Flache sowohl als Ort 
von Pnnclen ind auch als Emdoppe v yn Ebenen betiachten Wenden wii die 
vorhergebenden Untuiticl tingen auf eine FUi-he zweiter Classe an, das heisst 
auf eine Fhche an die sich durch eine beheb ge Geiade zwei Tangential 
ebenen ziehen lissea so ftnden wir da=s die Tangentialebenen, die duich 
einen Funct ni dei Flache geben einen Kegel zweiter Classe umhüllen der 
eine Bitangentialebene 2/ hat Diese Ebenen gehen also duich zwei Gerade 
g g die ■'leh m m sdmeidei und in der Ebene M liefen welche in diesem 
Puncte die Flicht, beiuhit (5) lede die'.ei Geiaden lie^t ilsj in unei in 
begienzten Zahl von Tmgential ebenen und foi^lich ihru ^anze i Ausdthi \.t ^ 
naeh aui der Flache 

Line beliebig durch g gelegte Ebene ist eine Tingenl alebene der Plaebe 
und schneidet sie daJiei m einei neuen Geiiden A In ihnliehei Weise 
enthalt jede dmeh g gelegte Lbene eine andere Geiade ä. dei Oberflache 
Auf dese „bt 6^ fclghtb 7w ei *«■, '^ten e lon Geie itii^en {j h \ 
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( h ) JlhlPtdFllglt &11 

1 f d d 1 t 

■V IhOd gtl Fih?D Tg tlhbltl 

td d IGt ddlb'ijtwd 

blbg Gl ghtt Uld Itt Cd 

gh Pgtlb dht Eb 1 

j d C t d Sj t m tl It 1 t Fl 1 t Gl 

h t 1 g 

r bibggb Eb Oh g blbg 

T llhd Eb 41h 11 gj,b 

C d fl 1 d 1 f Fl h t Clas d t d g 

bh B M d Bgf4d4 Oj tb 

hEb D dlidLgdT I 

Eb J/ 1 I d d 1/ ht t 1 Eb m f 11 k 

t t d d bt d PI 1 b h t t 1 E 1 n 

li JU" 1 Eb d t Clas 11 d Eb g h 

1 a h f t P t 

Idl 1 dAtgfltd dFlh m 

Pt d&lttbhtd dEb Obldt fll d 

Eh 14 m IhdEb-Jwll ob 

h t E 1 Ut d h d tb \f t Ä m t Eb 

i MdFIb IPtl&lttbh dJh 

1 Eh r t 1 1 g l tl 1 d 1 E f Igt 1 d 

dPMLl Ot hdaid ggb Dfit (2) 

35 Elf üjdbmkd dE m h II J 

dplillftdwfdFlI 10t P b 

tut g 1 It L h ind 1 hw II I d d U Lg 

tlwnlg ä U ttH btllGtd 

g metru heti D lü/d d. m ( \g b E g h ft d h f 

PtCdEb bht h 1 IgbtbtBg 

f Eb n G d P ) 

Ä t tt 1 w p k 11 m bl g n d 

i Id dmd hl dmmd 

P cq de> I> l p Ibl & Itltl A w a 

btkmd S h dmdmltdTI 

dPl B f ggb PIl wtOdgllt 

f,mt jdmPtjlGdjdEb ggb 

Fi&dPlb d j &d ddPlnBgfd 
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D+ äl] Obsß I ibeUligei Clu^e 1 euj. oU Polare 37 

feite Qiiadiiflaclie so eihalt man eine zneite Pi^ur in Jer die l'uiiote, 
Geradei Ebet ea in deiselben Folge den Lbenen (jeraden Piincteii der 
ersten iigai entsprechen Den Pnncten eiiiei Geladen entsprechen die 
Ebenen dmi-h eine andeie Geiade dia heisst einer geiadtn PuncfreÜie ent- 
epruht ein CbeneiibuBchel und es ist offenliar dass diese beiden Formen 
pro]ectivisch sind dass also das Doppelveihaltnies lon ^lei Puicten iii geradei' 
Linie gleich dem de enlspre;,hen leu (lei Ebenen ist 

Znei so beschaffene F guren nennt rnan reapiole Pclar^n Hinein Satze 
fu die eme tigir entspricht das lecproke Theorem für die andeie. In 
clicet Weiae zei^t ■^leh das Prmcip dei Dualität als ene Folgerung 
dei Theorie der Flachen aweitei Ordnung — Methode der reciprolsen 
Fol wen ) — 

6Bhbtd tr^ Pt FlhtOdg 

S blbtd tphdEb d tF ttT^tl 

b Fl h Gl Ä ) E P t (1 d Fl 1 

tjU Fb P-dSbhtDTg Spt 

ihdTgt APD tTgtl l 

dEb P IhS jibb dd w fei dhd 

Ptp n 6 P-bühtwdd IP d 

Eb 1 h d P t p t p 1 1 D f Igt das 1 

Fg PtlllhSblbd phdLb 

t t ah d d Ob fl I S j h t I t 1 & d i Clas 

t S i ;u t d g 1 ht d 11k mm E 

ptt hdrilSS-dde prlePI 

h ) 

37 I t d t F bw k Ib iil h S g b d 

h i t f ! dl h E 1 Eb { p ht I d 

tP fl dlhRh Ptl C 

dgkhttplt C DliiblDG 

t SdhtdCd dl Ihjw dlhh 

T tlb gb jldTd IIw Ih 

flgdP bllltil i L 



1) PoxoEi.ET, Memoire sv/r la theorie genirale des polaires reciproqiies. (Crsl- 
les Jonriial, Th. 4; 1829). 

i) Beschreibt also der Pol eine Flache zweiter Ordnung, bo ist eine Fläche 
derselben Ordnung die Enveloppe der Polarabeneo. Livbt, Propridies des sur/aces 
du second degre; und Bbiabohos, Memoire aur les ivrßtces du aecond degre 
(Jouma! de l'^ole poljteohnique, Cah. 10; 130S). 

3) MoBQE, Memoire (inödit) sur les mr/aces reoiproquu (M. s. Aperen, Note 
30- S. 405 der deutschen Uebaraelzung). Wir haben schon froher (IS) gesehen, 
wie Tiele Puncte nöthig sind, um eine Orteflache v-ter Ordnung z 
Dieselbe Zahl von Tangentialebenen bestimmt auch eine Enveloppen flache 
Olasse 
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Den Pimcten einei Genentiü von S entspiei,Iieii die Ebenen, welche dmeh 
die entspiechende Tangente von s gehen, das heisst die Ebenen, welche s' 
in denselben Puntten beiuhien Da mm eine Developpabie eine doppelt 
miendliche Reihe von Pimcten ist, das heisst ein speoieller Pill dei Oits 
flachen, su ist eine Ciuve eine doppelt nnendliche Reihe von Ebenen, das 
heissi ein SpeeialliU dei Enveluppenfliclien 

Es EBi P eine Tangentialebene \on S, p dei onfafiechende Punet lon 
8 Dann enthalt die Ebene P zwoi iinmittelbai toli^mde Eiieugende von 
S, und dem gemeinsüiaftliolien DuicliBchnittspitncte ^ derselben entspiicht 
die Ebene F', die dmoh zivpi iinmitteibai folgende Tangenten von 8 be 
stimnit wird, die siih in p schneiden Also entspricht dem Pnncte p der 
Cnspidaleune von S die Osculationsebene P'^caa m p Durchlauft daher 
ein Punct die Cuspidaicuivc von S, so bleibt die entspiecliende Ebene Oe 
culationaebene von b, das heisst ihre Lnveluppe isl die oscuherende Deve 
loppable von s' Den Dmcheehnittspuncten zweiei nicht benaclibarter Ei 
zeugenden von S ent^piei-hen die Ebenen, welche ?wei nicht benichbarte 
Tingenten von B enthalten, das heisst dei Knotencuive von S eiitspiidit die 
doppeltbei uhrende Devüoppable von s u s w Ist folglich für S die 
Uidnnng gleuh p, die Glaste gleich ß, die Ordnung dei Cub{idalcune gleich 
II die Otdnun^ der Doppelcuivo gluch ?, die Zalil dei '.tationaien Ebenen 
gleich a ■) die Zahl der Geiadsn, die in einer Ebene liefen, und duich 
deien jede a«oi Tangentialebenen gehen, u s. w , dann ist die Ouives von 
der ütdniing ß, ihie oscuheiende Developpabie hat die Oidnung p ind die 
Classe v ihre doppeltbei iihi ende Developpabie ist von dei CUB''e f, s hat 
a fepilaen und y Sahnen, die daich denselben beliebigen Pimct gehen, u s iv 

Ist als speeielLer Pall die Developpabie S ein Kegel, das heiiat, geben 
alle Ebenen dei Keihe duiih einen feslen Pnnot, 'iO liegen die entsprechenden 
Puni-te alle in einei festen Ebene, das heisst s ist eine ebene Omve ^) 

3y Wii betrachten von Neuem die leoiproken Flachen S, S Den 
ebenen Schnitten dei eisten efitapieehen dann die umgesLhiiebenen Kegel 
dei andeien PKthe Hat die Plai-he S einen Doppelpuucl, in dem sie von 
einer unbegienzten Zahl von Geladen osouheit wird, die einen Quadtikegel 
bilden 80 besitzt S eine Dopiitlhmgetitia^ebent, in wi-Icbei ~v!et Tangential 
ebenen fui jede Gerade, die beliebig auf deiaelben gebogen ist, ziisimmen 
fallen und drei fisi jede Tangente eines gewi sen Kegelschnittes welcher die 
Beruhiungscurvo awiathen dei Flii-he und der Ebene ist Diesei Kegel 



1) LivET und Beianchok, a. a O 

Ist S ein Quadnliegel, so ist s ein liPgBlhLliiutt Wie iKo ein fiiindiikn,e] 
em Speeiftifall einer Flüche zweiter Ordnung nl, so ist ein KegeNohnilt ein fapecml- 
fall unter den Oberflächen zweiter Claaee. Mitn eihalt iliesen Fall , n enn in emer 
Tangen tialube II e und folglich m allen die beiden Osmhrenden in tinf einzige 
Gerade zusammPnlallen , Vfelehe die Tangente der Curie lat Alle Ebenen, die 
durtli diese Gerido geben, haben dciiatibdu Bcitii rim__spuin,t 
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kann in zwhi getienute Lbeneii zerfallen ( BtplunarjmncfJ udu in zwei ?i 
rammen fallende degenerieien (Untpl<marpun''t) Ebenso kann dei Kegelschnitt 
in ^nei getieunte PiinUe degenerieren (BilantjentwMiene) oder m ?iiei unmit 
telhai tolgtnde (^tahmme Ebene) (31) 

Hat allgemein S einen /> fachen Pnnot, das heisst einen Pimi.t, du p 
zusammenfiillende Durchs chnittspuncte Im jede beliebige durch ihn gelegte 
Geiade daiitellt, aber /j+1 Dnrchachnitte Tai die Geneiatri^en eines gewissen 
Osculationskegela pt^\ Oidnung so besitzt S" eine /i faehe Tangentukbene, 
das heisst eine Ebene, wekhe die Stelle vun p auiammen lallenden Tmgentnl 
ebenen für jede in lUi beliebig gezogene Gerade und />-J-t zusammenfillende 
Tangentialebenen für lede Gerade vertritt, welche durch eine ge\M3se Cune 
p ter Classe (die Berühr ungscur^e) beiuhit wiid Und jenaehdem dei 00 
Lulieiende Kegel sieh in kleinere Kegel oder auch in Ebenen siiallet, wiid 
Eich auch die Beriihiiingscuive 111 Curien niedeiei Classe oder auch in 
Pnncte anflosen 

Wie ein Oit y lei Ordnung mit einem v fachen Punct ein Kegel ist, so 
bildet eine Enveloppe v ter CUsse mit einei !• fachen Tangentiilebpiie eine 
ebene Car\e i) 

3'^ Emei fiiive B' auf iS gebogen entspricht eine De\elipj. ible 8, 
die ^on den Tangentialebenen yon S gebildet wird (du. & umge chni.bene 
D'eJoppäble) und dei Cune dei Beinhiungsptincte zmschen S und ä ent 
spricht die Dtveloppable, die von den Tangentialebenen von S in den 
Puni-fen lon s gebildet niid, das hoisat die S längs s' umgeschiiebene 
Developpible Ist s' eine DuppeLur^e lur S, dis, hei'^st eine Cur^e, von 
dei jedei Punct ein Btplanarpunct der Flache ist, bo ist die Developiiible 
S die duppeltberuhiende von 6 das heisst, sie wiid von den Ebenen ge 
bildet welche jede imt S awei getrennte Beiuhiung'jpuncCe liaben Ist s' 
die CuBfidaliiiMe von S da= heisst die Ciiue in deien ]cdom Puncte die 
Fliehe zwei zusimmenfiUende Tw-entulobtnen hat bo ist d e DeM-lLjipiblo 

1) Spoter findet snJi, da-is durch einen Doppelpui et einer Flache vier 
PolarÄtchon gehen müösen , die, im Palle die FHcho in ihrer Ordnung vollst In di^ 
allgemein i"l, heinen Punct gemein haben Daraus folgt, dass die allgemeinste 
Pläohe einer gegebenen Ordnung kerne Doppelpuiicte hat Damit eine Ebene die 
Fiiiche in einem Pui cle m zwüi (getrennten oder unmittelbar folgenden) Pnncter 
in drei Puncten berühre muss man, nenn die Berührungspuncte nicht gegeben 
sind, einer zwei, drei BtdioguDgon Genüge leisten Nun ist eine Ebene geiade 
durch drei Bedingungen bestimmt, nnd eine in ihrer Ordnung allgemeine Plaohe 
hit daher eine einfach unendliche Boihc Bit »ngential ebenen, eine einfach unend- 
liche Reihe sti lonärer Ebenen und eme endliche Re he dreilaoher Tiiigential ebenen 
EeLiprnk Eine mllig allgememe TlSche, iris die Clasae betrifft hat keine 
Melfachen Tangentialebenen wühl aber unendbeh viele Biplanarpunete die eine 
Knoteneurve bilden e ne unbegrenzte Zahl Uniplanarpuncte, die eine Cuspidalourve 
erzeugen und eine endliche Zahl Tri/lanarpuncle (dreifache Poncte mit den Oa- 
l.uherenden in drei ier-i h edenen Ebenen) 
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[C«p. V. 
a geb Idet 
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e e ande en Carve u 6 w 

40 Hai en z ce Pk hen te d u g e ne L e i-^ te U d ng 
^eme a d e a t e er Fl 1 e /j te Od n^ {p ) hegt so sehne den s e 
fl h a sse dem n e ne ande en C ve ( — ^} te Ol g de aut e ner 
Flael e de t p) ten U d un" 1 e^t ) A d esem Sstze e hil man m tteiat 
der Methude de rec \ uken Polare folge de? atide e Tl e reu b nd zwe 
Flache te Cl ase e ne Developjable ^ ter Olasse engesch eben 
welche aucl e e Ha he /- te Classe enges h eben st 6 ^ bt es e e 
a le c Develoipable { ~p)te das e elcl e be den Jlacle Cl 

u d e ne neuen Flache (n — p) te Classe mgesch eben t 

So h t raa zun Be ?i l fu =2 /j = 1 

t el K e y ad flaci en 1 h 1 e Ib eb ne r ve sie len 
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1) Wir haben früher dia Anzahl de P 
Curte zweier Flächen von den Ordnung 
Tiingential ebenen beatimmmi die zwei Ob fl h 
zeilig ungBsobriehene Deveioppabla. 

3) Man betveiet dieses Theorem, i d m m 
eine beliebige Ebene schneidet und be h d 
folgender baU Platz ^teiü Wenn zwei C 
schneiden, die aut einer Cuive fi-lee Od g 1^ 
andere Piincle gemein, die ant einer Cnne (j ~/>]-f 
Nr 431 

3) Dies findet statt, nenn die beiden Quadnfi loben sich «j znei Puncten a, b, 
die nnit aul einer gemein ■ichaftliohoii Geraden liegen , berlihren Die Functe a, b 
Bind d-»nn ftii den \ol!''t Ind ^di Durohsi-hnitt beider M-lclien Doppelpuncte (l'JI; 
folghth atlineidct sif, die dui^h a, b uul duitli eiiifii indLiKi geme ins ebiftliehsa 



Fl 1 



n h b b ( -/!) 

ir Oidnuug hegen (i7 nlettung. 
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flachen demselben Kegel eingeschrieben, der natürücli von dBr zweiten Oid- 
nung seiu muss, so haben sie noch einen anderen umgeschriebenen Kegel 
gemein. 



P I t Eb 1 1 Ib k 1 1 1 k 1 h 
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ZwPi Quadriflachen sohneideii sich im \llgemtLiieii iii einer ILiumemve 
viertel Oidnung Haben sie abei eine Gerade (Diiearii) gemein, so ist die 
iibngbJeibende DmdischnittBCune eine Raumeuiie diitter Oidnimg (Ctibische 
Baummivi.), welche jene Geiade in awei Puneten sehneidet 1) Diese 
Cuive kann man auch ak OiC dei Pancte eihalten, %n ledcheii sich d)ei ent- 
sprechende Ebenen di eier projestiviSLher EbenenhÜ9<Ael s<hneiden Die Geraden, 
in welchen eich die entspiecheaden Ebenen des eisten und ziveiten Buscliels 
schneiden, bilden em Hjpeiboloid, ebenso erzeugen dt» erste und diitte 
Buacbel ein andeies Hypeiboloid, und diese beiden Hjpeiboloide, welche 
die Axe des eisten Blisthels gemein haben, schneiden sich ausseidem in 
einer Eaumciiive drittet Oidnung 

Dei recipioke featz sagt ans, dass mti Qn^duflachen im Allgemeinen 



enthalt ihn gan», tind diese Quadnflache sJineidel Vi m einem neuen Kegolaohnitt, 
dei die Ebene B individualisiert. Die Ebenen A B bestimmen «ich eine aus der 
anderen lu der nämbeben Weiie, also hat die auBgeaproclieue Eigenschaft statt Unter 
den FHoheu des Bnsohels {Q^, Qäj ist et die aus den Eheneu Ai, Bi auaammengesetate, 
ür welche die enispi sehen den Ebenen A , B eben mit diesen A, , Bi suaammen- 
fiallen folglich sind die diei Eheiienpaare A,, B, Ai Bt J,, Bs in Involation 

Dieses Theoiem ITihrt eu emei Eigenschaft der Tläohen beliebiger Ordnung 
Gegeben iwei Plaihen , die «ich in einem Punote fl beiöbien, man sucht die Ge- 
raden, nclche m diesem Punute die bchnitttuiie der PUohen berühren Min kann 
oftenbai bei dieoei Untei 3ui,buiig ledei Flliche eine oioulierende QuadriflSche durch 
a substituieren, treil. sobald eine Bbene durch a die beiden osculierenden Quadn- 
flflehen in Curven schneidet, welche mindestens drei Paar gemein sohafth che zu- 
sammen lallende Pttacta haben, auch mit den &i.hnittcur>eu deiselben Ebene mit 
den g^ebenea Flächen eine dreifache EerEihrung btatt hat. Da nun eine osoulie- 
rende (Jnadriflacha einer gegebenen Fläthe in einem gegebenen Punote nar sechs 
Bedingungen unterworftn ist und folglich noi^b drei weiteren Bedingungen gemigeu 
kann, so dürfen wir annehmen, dais die beiden Quadntllchen aich ni(ht allem m 
d sondern aach noch in einem anderen Punete h berubren Nun schneiden sich 
die beiden Quadriflächen m zwei Kegelschnitten, deren Ebenen die T^mgential 
ebene in a längs den gesuchten Geraden schneiden lOLHira, tjur la conati uction 
da, fangents en vn 'point multiple ete Journal do 1 ^coJe poljtcohnique. Gab 21 
1S32, p 307; Hat man endlich drei Fläthen, die nich in a beiiihien, so erhält 
man aus dem oben bewiesenen batze von den Quadnfl^hen als Corollar Di6 
Tangeiiieniiaare dfi drei Cunen tn a, it> weUhen sich d%e Flachen zu bimi und 
2wei schneiden, sind tn Involution (CuiSLEs, Aperqu. Note 10 8 340 der deutschen 
Vebersetzung) 

') Diese Zeile^ung der Curven Tterter Ordnung hat statt, wenn die beiden 
Flachen sich in awei Puneten berühien, die auf einer gemeinsamen Du-ectni beider 
Fliehen liegen Jede Ebene welche durch diese Gerade geht, oclineidet die beiden 
Quadrifi.(cben in znei Genei atmen, eine tür jede Flixihe, und der Ort der Punete, 
welche diesen beiden Geiadeu gemein sind, ist die Curre, welche zugleich mit der 
gegebenen DireUrix den vollständigen DurcKscbnitt der Oberflächen bildet Diese 
Curve muss also von der dritten Ordnung sein, und die Diroctrii in den beiden 
Puneten '^'■bneiden, in denen die beiden Quadiiflhi.ben sioh bcrOhren 
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in eine Developiiiible viertel- Clnsse eingeachi'iebeii sind, die von ihren gc- 
wieinsoliafilieheD Tangentialebenen erzengt wii'd. Haben aber die beiden 
Quadriflächen eine Gerade gemein, so haben diejenigen gemeinscliaft liehen 
Tangentialebenen, die niclit durch jene Gerade gehen, als Enveloppe eine 
Developpable dritter Classe, von der zivei Tangentialebenen durch die 
genannte Gerade gehen, i) Diese abwickelbare Flache kann auch als Eiw.- 
loppe der Ebmzen erhalten werden, welche durcli drei correspondierende Punetc 
d/reier gerader- p) ojectimscher Punctraihcn ImidurcJiyelieii, die Bieht je zwei in 
derselben Ebene liesjen. 



GAPITEL VI. 

I INF VEF FLiCHFNSYSTEME 
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44 ^VsJer Theii. Cap. VI. 

E Eb I 5 1 d ri 1 B h i C i 

d BÜlJbld d Bi tdDhI dTai 

Ib tdEaeC d tBhl IN b 

ra b C b h 1 t d g 3( 1) d D pp Ip t 

1 ! ) m h f Igl h d =? t 

/ B hl er ad ng gb es 3( ~1) Flächen tu Ich 

ggb Eb hü! 

4Ih djg fl dlhEl ni t 

Od ^ l Sj <-r ß PT S f l Od g \h Xl( )—!•■% 

m hftllBdg dAtgg d Ihhlt 

E gm Pt Flhghtlhdl 

g B d g g G ig 1 t t ) 

P =123h tdKh 1 II Plg£M% d 

l Sj m ) 

4 A d b g 1 d » fi 1 f lg f t 1 II Fl 1 

S m/t&lf Ibdh^bllgb P h 

d li 'i m ( — />) h b Id 1 li 1 

g b S> t tl It t 

D gPItdib tS wlhdld/* 

ggb P & b bdd t d es 1 Sy t m ( — /> ) t 

SfHblblCpp /5i/iPt P g d 

ist p-\-p'—<T -<i IX, so bilden die Flächen, welche durch die p-\-p'—a ver- 
BchiedenBn Pnncte gehen, ein lineares Sjslem (/i— ;» — (0'+o)-ter Stufe, welches 
sowohl im Systeme (/i— /'j-ter Stufe als in dem (/<— /i')-ter Stufe enthalten 
ist. Ist aber p-\-p'—iT-= ß, so bestimmen die p-\-p'—a verschiedenen Poncte 
eine einzige Fläche, welche den beiden niederen Systemen (^u— ,o)-tei- und 
tu— jo')-teF Stufe gemein ist. *) 

Ein lineares System der /i ten Stufe ist durch p-\-\ Flächen derselben 
Ordnung bestimmt, welche nicht ein und demselben lineaien System nie- 
derer Stufe angehören. Es seien nämlich ü,, üi, . . . , D/i+i die ^+1 ge- 
gebenen Flächen, und man suche die Fläche des Systems, welche durch die 
Puncte Ol Oj, Da, . . . , o„^_^,o., geht. Die Flachenpaare (f7|K),(Pi(73), 



1) Eivletiang, Kr 88 

S) JoHQDifeBES, Audee aui l's twgvI/irUi.' des ncr/aiei aljehi'ii /■' (Jonrnftl 
de LiouviUe, 2' (Eip) s^rie T 7 i8h^) 

3) Die Ebenen, nelche durch eine Gerade gehen bilden ein Büschel die 
Ebenen, die aämmtlich durch einen föaten Punct gehen, hilden ein Nets (Bündel), 
und alle Fbenen di'E Baumes bilden ein lineares Sratem im engorn Sinne 

4) HieranB eigibl sith sum Beispiel, das» zviei in einem Netz enthaltene 
Büschel eine Plitche gemein haben, d*B3 ein Büschel und em Neto die in einem 
lineaieu Syiteme im engern Sinne enthatten Eind, eine Fläche gemein haben djss 
zwei Netae, die ra einem hnearen S>5leme im Engern &inne iioh befinden, eine 
unbef,rcnzle Zahl lon Flachen |,eDitm bähen, lio em Bu^chel bdden, u s w 
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41 — 43] Lineare Flächensystenie. 45 

- .n ,{'OiUß){U\Ußj^\), individiialiaieren n Büschel, in denen es /i Flächen 
gibt, die sämintlich durch o^ gehen. Nehmen wir an, dass diese ß Flächen 
ein lineares System der {/i— l)-ten Stufe bestimmen, so ist diejenige Fläche 
dieses Systems, welche ausserdem noch durch Oi,o,, . . ., Oß_\ geht, die 
verlangte. Also ist der Satz Tür ß bewiesen, wenn er für ß—l besteht, er 
findet aber statt fiir ^ = 1, folglich gilt er allgemein. ') 



C =0 f =0 r =0, E//ifi = 

B Clechungen do feegebe en tläcl e so werden alle Flächen des 



d e Gle hunt, da 



r T +^ r,+ +>■ J„+; 



■/f+l /"+! 



wo 1 be nn te Farameter s nd D ese Gleichung aeigt, dass eins beliebige 

Flache des '•jst na e The 1 des Buscheis ist, dos von zwei Flächen gebildet 
V d de en e dem n ederen Systeme f/J— l)-ter Stufe 

angel ort u 1 de andern dem 1 nea en SjBteme (^— /j)-1er Stufe 
''P+ ^P+ +" + Trf^2+... + 'ß+lUß+i:=:0. 
Tbe ]t man also d e g^ebenen Flachen n znei Gruppen die eine von p die andere 
Ton ß p-{-l Fläc! en d e awe 1 neare n edcre Syteme (/ —1) ter ond (ß -p) ter 
St fe nd dual s eren und man n n mt bei ebig aus jtdera dieser niederen Systeme 
e ne FI che ils e n Büschel bea mmen au so gehuien «tmmtliche FUcben des 
BQschela dem vollstSndgen '^jsteme in und umgekehrt IcSnnen alle Flachen des 
TOÜsfänd gen Syateme n d eser We ae e I a ten werden Maeht man zum Beispiel 
=: 1 aa e ha, man den SaCs lasa e ne beliebige FUche des Systems die Fläche 
U ^0 n e er Cu ve soh e det durch welche eine Fläche dea niedern bviteins 
geht das du h t! = ^^3 = C>-(-i = besümmt ist 

Aus dem \o hergehenden resnltert a sserdem noch. Wenn man in einem ge 
geb nen nearen S eme p-\-\ Fäle de nicht demselben Sjateme (/>— l)-ter 
Stufe angeho n annnnt so dass s e e Sjstem der /i tin Stufe beslimmen, so 
gel fren luch alle FJä he 1 e ea '^ ?temi 1cm gegebenen Syateme an 

Es auch sog e ch kla da.s wenn die Fliehen, welche ein lineares System 
nd V dual B eren e nen P nct gerne n 1 aben derselbe in allen Flächen des SjflWms 
1 egt So „eben iu = 1 d e Flachen uinea Büschels ^-ter Ordnung s&mmt- 
liLh durch dieselbe Cuive dtr Ordnung c', und lolglich SLhueiden sich die Flächen 
eines 1 nearen Systems /i-ter Stufe, die durch // —1 beliebig gegebene Punote 
gehen, hngg einer Curve i. ter Ordnung Für ß = 2 erhalt man Die Flächen 
eines Netzes haben im Aligtmcinen y^ gemeinschaftliche Puntte, also athneiden 
Bii-h die Fliehen eiies Sjettm^ ß tei Stuft, die durch /i— 2 behebig gegebene 
Puncto gehen in andern u'—ß-}-! Pnnoten (Wir sagen im Allgemeinen, weil die 
Basis e nes ^etzos aui.h eine Cuive sein kann die dann offenbar nothwendig Ton 
niederer duung als i- atin mua So bilden auni Bciapiei die Quadnfläthen 
die durch sieben gegebene Pui cte gehen ein Netz, und haben im AllgBmeinen 
n ir noi,h einen achten Fi nct gemein, wenn abei diese sieben Puncto aut einer 
cubiBchoi Baumcurre hegen , so hegt diese auch auf allen QuadriflUchen des 
^etaes ) 
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46 .Ersler Theil. [Cap. V 

4i Zw 1 b t m d \h \ 8t f h aaen projectiyjlch, 

d ri 1 1 d I PI I d andern in der Art 

t p ! d d F! h d t S f m w 1 li oio niederes System 

( -p) S f bld m w t 8j t m b f 11 PKohen eatsprecben, 

d 1 Sy f d Ib ( -^) t &t f b Id . Die beiden nie- 

1 ht-phdSjtm Iffbij tiyisoli. 

D B I l f b dl li E h Elementen ist, so ist 

d g tgPjttt BbllhlPsre entsprechender 

PJl d blilgggb d ftgit db timmt. i) Nehmen 
m AUg m f w 1 bj t m t St f , daas den Flächen 

t l t^ d t =;) t d Ulm llenniedeiTi Systeme 

gl lEh hdPlh Fl F^^i des zweiten 

Sy t d f 11 1 1 d Ibe d Sj tenie gehören, ent- 

I B 1 Is {ZToC^^i) und 
I 1 t den, die Flächen 

T V , V„ entsprechen, 

b d g gehenen Systemen 
: Fl h des ersten Sj-sternes 
d w t n. Denn eine be- 
Th il \4.S) des Systems nie- 
derer {/(— l)ter Stafe, das durch Oberftachen gebildet wird, die bezüglich 
zu den Busclieln {I^i, D;^^j),(Cr, F^.^^) , {V,^V,_j^^) gehoien Ls -cien 

diese Flächen die oben duich UijU,, , U^ bezeichneten Die Büschel 

iJip'^^,{TJpU^), die zu demselben Netze (UpU^U^^ gehören haben 
eine Plucbe gemein, dei diejenige Flache entspucht neicht die Busihel 
(yp'^ir)A^'p^'a^ gemein hiben Auf dieae Weise besteht für dit, medeien 
Svstenie (1J| U, U^) (V| , V V^) dieselbe Beziehung ^sie fui 

die gegebenen Sy-tPmt !' tei Stute Dei Sit? gilt »Isn tui die Systeme 



Da ein NetE durüh drei Fltichnn mdividu-iliaiert wird, so gehen durch t' ge- 
rne in^diaftliehe Puiicte dreier rHehen j ter Ordnung eine iinbearen?te Zahl von 
Flaclien die ein Neti bilden Eine Flache der v ten Oidiiung lat diiich E(>') 
Puncte gegeben, also geht d irch Xl{y)-2 gegebene PunctH em Net' voa Tlächen 
derselben Ordnmig drei beliebige dieser riä*.ben sehneiden sich in v'' Puncten 
die gBf,ehenpn einge? eh Jossen und durch diese v^ Puncte geht eine unbegrenzte 
Zahl ^ in Flachen derselben Urdnung, iiamlich die, welthe die gpgebenen Pnncte 
enthalten Polglich aehne den iich alle Flachen c ter Ordnung, welche JXi") — 3 
gegebene Puncte enthalten, in andern v'— K(i')-l-2 Punoten, die durch die ersten 
mit bestimmt •'ind lH-") — 2 holiebia gegebene Pnncte bestimmen daher alle Basia- 
puncte eines Plä-chennetzts v ter Ordnung L4Sie Examen des diffiientes me 
thodee ete Paris 1848 — Pj ueckeh, Sechfrches sur Us suifaces algthngues 
(Annalea de Gergnnne. T I9f 

I) EtnJiitung, Ni & 
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44—46] L K F/ k ■^ ii 

1 Sf t w f Sy t -1) t ^it f t tt 1 t E ! 

fBhlb ihtf =Iflihltl II I 

45 E Eb t b t ht II Eb tv I 1 d I 1 

d Ib F |'^fii e^ ctjg}, b Ilen ä ^ t 1 ä C ä 

a d II M tt li t g I) 

Z Eb h ecii 1 d Fb d ] 

=!tlld d 1 pl dAddH d 

N t d B i I i id ii« 1 t d d I dl Ib 

'«tllgl m d ist dötll Bhl tph d 

1 t d S 1 1 1 d d Ib Eb d h 1 Ib P 

I Da. El b I i d da> f 1 1 d hl I h 1 d 

1 J t I 

Ebene P ( «jäö t d C pl / ! l 1 Hl 

P Bb S hlm bPtIddCd 

d tl It 

2 tPtll &-1 k ^ \ P d 

dSthId d dAttph da^lPfd 

Eb d glPthblddht Ihf 

St II I g d d Lb 1 St hl B h I d h t 

iStll phl h mPtk D d 

Pth dd t«fhdShIb 1 dpit h 

4&gb ilEb td Mtlp ß d 

M I gt 1 Ort P d P t 1 h d St 1 1 d t 

Ktd tsjIdEb )w Nt Id Ei 

Eb ^ d b I b d h I gf t tl It &t h! b h 1 d 

tNt dhdtd phdEb IN () 

m tl hl b h I d M Ip t 1 P t w 1 1 

dEb -l dm&thl tff ddlmNt(>t 

i 1 1 D ! I «It iihl b I 1 1 j f h d 
Kgll ddl dghdl dblbgPb dh 

!dtP mKIhttDdPt fdll 

I t I gt g I 1 Fb A II! =!t n a= t i hf 

dl d Pt b hdDhltlBb^td 

& hl = 1 1 I I I t 1 Fl I P I I O d P 

) A mm d H h 

Ui=0,m = 0,..., l/ß+i=0; U, = F,4-&/!+i = 0, Ui = Ui-tl-ß^i=.0,..., 

des er.'ten SystemE (entsprächen die ITläclien 
F, = 0, F, = 0, . . . . , Vß+i = 0; Vi=F, + F^-i-i = 0, Vi~n-\-Vß+i = 0, ; . . , 

des zweiten, so sind zwei beliebige entsprechende Mächen dui'eii die Gloichungen 
dargestellt : 

jj:, t',+/i U^-\-... +X^_,,^; U^^i = 0, 
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48 I^rstei Tkei! [Cap VI-VII 

in denen die SüaHcn d b 7weit n Nif/es de ei tsjjred enden Ebenen des 
ersten tiefien Man kmu diliei lU dei'dlen Ait leweiien diss F auch 
Ton jeder Ebene die darJi sj geht in einem Kegehchmtte getroffen wnd 
Die Phclie kann iiiclit melir als awei Pnncta mit einer beliebigen Geiaden ff 
gemem haben Denn de Kegelschnitt welcher P und dei Ebene eg ge 
mein J'it schnei let 17 nur m zivei Pincten Folglich ist P en a Fltohp 
zweite! Ordnung 

E n Strahl j des ersten Netze« triftt P ausser m e nouh in einem 
zweiten Puncte dem Dni,hschnittspiincte von ff mit dei entspitsch enden 
Ebene 6, des z'neiten Netzes Dieser zweite Punct ist dem Puncte 6 un 
endhch nahe, wenn (?| duieh ssi geht, tolghch entspiicht dem Stuhle eei 
de» zweiten Netzes die Tangentialebene von P in a md dem analog ent 
spneht die Tan genti lieb ene in 61 dem Ötiahle ßis des ersten Netzes 

Es sei S die lanLentialebene in s Dann bilden die btrihlen die in 
diesei I bene duich » gphen ein Büschel und entsj rechen den Ebenen die 
durch «is „eben Diese sei eiden S in treraden die ein Büschel bilden 
Die Büschel sind projectiTJscb und hai en eulwedei zwei reelle verschiedene 
Strahlen gemein odei zuei z isammenfallende gemeinsame Stiahlen, oder 
keine zHsammcnt allen de "itiihlen oder es f »Ilen endlieh aUe Stiahlen zusammen 
Im eistei Palle ist die Flache windschief im zweiten ist sie em Kegel im 
dritten wt sie eine Flache mit elliptischen PunUen (25) Im letzten Falle 
besteht die Fliehe P ans de Ebene & und eine zweiten Ebene >] 

47 Uingekehit beneist man leicht dasa jede beliebige g,egebene 1 lache 
Eweiler dnung auch auf unendlich ve schie lene Arten mittelst zweier 
lecipioker Ebenennetze eizeugt werden kann, deien Mitlelpunete zwei be 
liebig auf ihr angenon mene Punete sind Und bieiaiAS eigibt sich die Con 
struction einer Quidiiflache von der neun Pnnete gegeben sind ) 

Analug kann man den Satz ausspiecben bmd zwei ebene Pinot 
leihen lecipiol so ist die Liveloppe dei Elencn die duioh einen behebigen 
Panot dei einen Ebene und den entsprechen !ui Stiabl dei andeien Ebene 
bestimmt werden eme Obeifliohi zweitei Clisae Fme Fliehe zweiter Ciasse 
kann umgekehit immei auf unendhch (Oischiedene Alten mittelst zwei be 
bebigei von ihren 1 dngentialebenen ei zeugt weiden die reciiroke ebene 
Punci reihen sind 



1) Sbibiiwitz, Soiialrullion und Ulassi/ilaiion der Flächen des ^tceilen Graden 

miiteUt pTojeUiltacher Gebilde (Grunect'a Arihiy fOr Math, und Phys. Bd. 9 S. IST)' 

— Man lergleiche auch Eeye, Geometrie der Lage (HannoTer; 1868) 2. Ablh. S. 26. 

J) ScHROEiEK, Frobletrtah'' ffeomelnei ad superßeiem aeffii/ndi ordinis per data 

yuHita i.oUbliiirndain ■•peitmU i.ot'utic iKtiu. (Vratislaviae ; 1862). 
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Einhütlende Flächen 



CAPITEL VII. 

EINHÜLLENDE FLÄCHEN. 

48 Hat min eme einfach unendliche Be hp von PI chen v tei Ordnung 
de ni^i-)— 1 gl m ei ns oh afl liehen Bediigan^cn interwoifen sind so kinn m'^n 
d ese rhchen als eboisoMele Lagen einer Fliehe betiachten welclie gleieh 
i:e:fig die L'ige uid die Gestalt im Eaumi- nach einem gegebenen Gesetze 
veiandeit i) 

Es seien SS S 9 aufemanderfclge: de Fladen der Kehe oder 

aneli aufeinanderfolgende Lagen dei ^aiiablen Fhche und S der Oit allei 
za SS SS SS inalogen Cunen De Plai.ha S wird dann duioh 

S längs der beiden unraittelbdr folgenden unendhoh nahen ( urven SS A S* 
geschnitten Dieser Eigenschaft halber heiasen die i hchen S eingekällte 
Flächen S hcisst die einhidknde Flüche und dei Curve m welcher sich 
zwei unmittelbar fulgen le eingehüllte Flachen schneiden das he sst der 
Beiuhrnngscuive awi'chen der einhüllenden FHche und einer dei eigehillten 
Flachen gibt man den Namen ClaiakteruhL der Einhüllenden ) 

bind die Fliehen S Ebenen ao ist S eil e Develujrible unl ihie 
Chaiiktermtiken sind he Generat seii (7) 

49 Die Fhche S ist ofieibai dei Oit dei Puncte diich welche zwei 
unmittelbar folgende E nge! ullfe gebtn Daher ist jedei Punct in dem sidi 
zwei drei ve schiedene Paare sncce'sivei eingehilltei Hachen sclneiden 
das heisst zwei drei verschiedene Charal te ist ken fiii S respective 
ein Doppeliunet (B planari anct) ein dreifacher Puntt (Tnplanirpunet) 
Die Fliehe 8 hit also im Allgemeinen eine Düppel odei KnotencurTe den 
Oit der Punete in denen sich zwei nicht unmittelbar t Igende Chaiakten 
stiken schneiden und aut dieser Ciue g bt es eine bestimmte Zahl von drei 
fachen Puncten 

Eben"!} ist ein Punet für 8 eii Un pl-mar^uict wenn sich in ihm zwei 
unmittelhai folgende Chsrakteiistiken sclneiden Die Fhcle besitzt folglich 
eme Cuspidalcnne den Ort der Dui ch sehnt ttspnncte auteinand erfolgen der 
Chaiakten stiken Diese Curve wird von jeder Chaiakteristik in dem Punote 
berährt, den dieselbe mit der nächstfolgenden Charakteristik gemein hat. 

Die Cuapidaleiii-ve ist der Ort der Punete, in denen sieh drei aufein- 
anderfolgende Eingehüllte treffen. Es können darunter eme bestimmte Zahl 



I) In der Art, daäs die snccesairen Lagen der vaiiablon FiUclie 
Werlhen itliäBgen, die ein lerändeilicber Parameter annehmen kann. 
") MiiBHi' 4pp!irahon de lanidye h la gforarlT-i', § "\ I 
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50' -fc^s;«- Tkeil. [Cap. VII^VIII. 

von Puncfen sein, von denen jeder in viei aiifemantl erfolgenden Eingehüllten 
hegt, das heiaet in drei unmitlelbai iol^enden Cliamkteiistiken Dieie Puncte 
iviirden offenbir Spitzen dei Ciapidalcuive sein und wuiden wegen des 
Durchschnitt? der ersten mit der dritten Charakteristik mich dei Doppel 
curve angehoien Die Piracte, in dinen sith zwei unmittelbar folgende 
Chaiakteristiken und eine andeie nioht unmittelbar lolgende schneiden, sind 
Spitzen der Doppelcurve und hegen auch m dei Cuspidali-aive 

50 Um ein Beispiel zu geben, möge die Reihe der ikchen 5 so be 
schatfen scm, d^s duich einen beliebigen l'unct des Raumes zwei diesei 
Flächen gehen Dann ist die Flache S der Ort dei Pnncfe, für nelcbe die 
beiden Flachen S zuKammenfallcn Da jedei Punct dei Flache S aut einei 
einzigen eingehüllten Flache liegt, und zwai auf der, welche S im besagten 
Pui)cte beruhit so folgt, das»" alle gemein sc hat tlichen Pnncfe zwischen S und 
einei Eingehüllten Beiuhrungspuncte diesei beiden Flachen sind Abel die 
Benilirnngacun e zwischen 8 nnd einei Fhche 5 ist dei Duich^chnitt die'iei 
letztem mit dei nächstfolgenden EingehÜIten, und ist dibei eine Curve 
f'-ter Classe S ist also eine Flache 2j;-ter Oidnung Auf deiselben eii 
atieit wedei eine Doppelcurve noch eine Cnspidiicnr^ e, moiI kein Punct 
des Raumes nur m drei Fliehen S Legt 

Dl ei eingehüllte Piachen schneiden sich in "^ Punctcn die nothweiidig 
allen Flachen S angeboren, da sie nicht in einer endlichen Zihnon Flachen, 
die giosser als 2 ist, hegen können In jedem diesei Puncfe wiid S von 
det Ebene beidhit, die m ihm eine dei eingehuilten Fkchtn beiubil 
Folglich Sind alle diese Punete lUi die Fhche S Duppelpunote, und durch 
dieselben geben nicht blos die Flachen S, "iondern auch alle BeiuhimigH 
eiuven der Fliohe S mit den Eingehüllten 

Da die Beitihuingscurve zwischen S und dei Eingehüllten A der Diuih 
schnitt dei letateien Cune mit dei nachstiblgen len Eingehhllten nt, so ist 
die genannte Curve — das heilst eine beliebige Charakteiistik von S — 
die Bnaia eines Flach enbuschels ^ tei Ordnung (20) Die Beruiiinngsouiven 
zweier behebigei Lmgehullten Laben v' Panote gemein, und folglich hat die 
Flache V tei Oidnung> die durch die eiste Ciuve und emen beliebigen Punct 
dei aweiten geht, mit letzteiei v''+l Functe gemein, da* heisst, sie enthalt 
sie vollständig Zwei nicht unmittelbat folgende Chaiakteristiken dti Flache 
S liegen also auf ein und deiselben FUclie v tei Oidnung 

Laast man durch eine Chii iktenstik von S eine Fliehe v tei Ordnung 
gehen so schneidet diese S in emei andern Cime i-' f ei Oidnung E' sei 
t ein beliebiger Punct diesei Cune Dinn enthalt die Oleifliche i- ter 
Ordnung, die duich die gegebene Charakteristik und durch x geht, auch 
die Charakteristik, auf der X liegt, und ]ede Flache v ter Ordnung also, die 
dmcfi eine Charakteristik gelegt ist sehneidet S Ungs einei andein Cha 
rakteiistik 

Alle analogen Flachon, deien jede S m zwii Charakfeusfikcn schneidet, 
gehen durch die i-' Doppelpunctü der einhüllenden Fläche. Diese Piincle, enfatan- 
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49—53.] WindscJm/e Flächen. 51 

den liuidi 6 n Tlmch«. hnitt lieiei Flachen v tor Orinuiig bilden die Bisis eines 
Netzes (43) l ingekeliit sclineidet jede Phcho des Netzes 8 in zv,ei Chaiak 
teri'itiUen Denn denken wu uns eine solche Flache durch znei Puncte, die 
beliebig auf S angenommen sind, bestimmt, so hegen die beiden Charak 
tenstiken, die duich diese Punete gehen, aut derselben Flache f tei Ordnung, 
folglich a s w Zq dem Netze gehuren aneli die Eingehüllten b Diese 
Sind da\on dteieni^en FHcben, is eiche S m zwei unmittelbar folgenden 
Ch^iikleiiatiken sclmeiden 



C AP IT EL VIII. 

WINDSCHIEFE FLÄCHEN. 

51 E n Fhche heis'.t e ne A -gelfiadt wenn sie diticb Bewegung, einer 
geladen Linie eizeugt «erden kann Eine RegelHdclie ist also eine einfach 
unendliche Reihe lOn Geraden [&ene)cUnxen) 

Liegen zwei unmittelbar folgende Genetatiiseu stets m dei 'selben Ebene 
HO bilden die Durchschnitte dei aufeinanderfolgenden Generatruen eine Curse, 
deren Tangenten eben diese Geneiatnien 'Jind Die Eegelflache ist also in 
diesem Falle eine Deieln^ipahle {abwickelbare Flache) 

Die Regcläachen, die nicht abwu-kelbar sind heiasen im}ii3/,chef (qobbe, 
gauchet, ^lewj oder g radhmg ') das hcisst eine windschiefe Fhche ist em 
Ort der duich eine Geiade erzeugt wird von der awei unmitteibai folt,ende 
Lagen im Allgemeinen nicht mehi in dtrselben Ebene Enthalten Bind 

Die windbchiefe rlichc dei zweiten Oi Inan^ lissi zwei ^vsteoie gerad 
hniger Geneiitiüen zu das heis t zwei einfach unendliche Eeihen von 
Geraden (24) 

52 Es sei Ä eine gei^pbene windschiefe Fküie g eine ihrer Genera 
tnsen m em Pnnct beliebig auf g gelegen es seien feinei g g die aul g 
folgenden Geneiatriten. Die derade g ist oflenbar eine der beiden Oscu 
lierenden dci Flache in iti (16) und es geht folglich die 1 anf,ential ebene 
duich y was auch der Beiubrnngspiinct m ist Die Gerade welche dmch 
m j,eht und g \a& g schneidet, euthilt diei miendhcb nahe Puncte der 
Flache ist aK> die aweite Oscubeiende und bestimmt m Ve bindi ]„ mit g 
die Beruhiungsebene M \a m 

Uragelehit beiuhit jede ! eheb g 1 ircl q gfle^te LIeie 1/ le lidLhe 

1) BHr,i,ATiTjs, Geomeiria descrlllwo (Padüva 1851; p- 90). 
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in einem Punote dieser Generatrix. Die Gerade, welche in der Ebene 3£ 
so gezogen ist, dass sie g' und g" schneidet, trifft g im Beriihrungspuncte m- ') 
Es ist auf diese Weise klar, dass längs der Generatrix g Jeder Punct 
eine einzige Ebene M individualisiert, und umgekehrt jede Ebene M nur 
einen einzigen Punct m. Die Eeihe der Puncte tit und das Büschel der 
Ebenen M sind also zwei projeotiviache Gebilde, und es ist folglich das 
Doppel verhältni SS ¥0n vier Tangentialebenen , die durch dieselbe Generatrix 
geben, gleich dem Doppelverh'ältniss der vier Berübrungspiincto. ^) 

53. Zwei windschiefe Flächen mögen jetzt eine gemeinschaftliche Gene- 
ratrix g haben. Eine durch g beliebig gelegte Ebene M berührt die eine 
Fläche in einem Puncte Dt und die andere in einem zweiten Puncte nt'. Läset 
man Jlf variiei-en, so erzeugen die beiden Puncte m, m' zwei projeetivische 
Punctreihen, bei denen zwei Puncte mit ihren bezüglich entsprechenden 
Pnncten zusammenfallen; die beiden Flächen berühren sich folglich in zwei 
Puncteu der gemeinschaftlichen Generatrix. Wenn sie sich nun in drei 
Puneten von g berührten, so fielen die Pnncte m, m' immer zusammen, das 
lieisst, die beiden Flächen würden sich längs der ganzen gemeinsamen Gene- 
ratrix berühren. 3) 

54. Ist eine windschiefe Fläche von der Ordnung v, so trifft eine be- 
liebige Gerade ^ Generatrixen und jede von ihnen bestinuiit mit jener Ge- 
raden eine Tangentialebene. Es gibt also > Tangentialebenen, die man 
durch die beliebige Gerade legen kann, das heisst, eine windschiefe Fläche 
v-ter Ordnung ist auch v-ter Classe und umgekehrt. ^} Um die BegritFe 
Ordnung und Classe auf einmal zu umfassen, sagen wir, eine wind- 
schiefe Fläche ist vom y-tai Grade, wenn eine beliebige Gerade « Genera- 
trixen trifft. 

55. Eine Ebene M, die eine gegebene windschiefe Fläche f-ten Grades 
in einem Puncte m berührt, schneidet die Fläche in einer geradlinigen Gene- 
ratrix g und einer Curve (!■— l)-ter Ordnung. Diese trlffi p in m und in 
v— 2 anderen Pnncten. Jeder derselben ist ein Doppelpunct der Fläche, 
da er kein wirklicher Borührungspunct der Ebene mit der Fläche sein kann, 
und verändert sich nicht, wie auch die Ebene M um g rotiert. Die Curve 
(v— l)-ter Ordnung ist in der That der Ort der Puncte, in denen die Ebene 



1) Dis Fläche S und das durah diu Directrisen g, g', g" bestimmte Hyperboloid 
osculieren sich längs der Geraden g. In jedem Puncte derselben haben sie die 
nämliche Tangentialebene und die nämlichen Osculieren den. Jedes andere Hyper- 
boloid, das durch die Geraden g, g' geht, hat längs g mit 5 einen Contact erster 
Oi'dnung. (HicHETiB, Supplement h la geomitne ducripliee de Monge, 1811.) 

2) CHA3I.I1S, Memoire «ur les sur/aces engendrees par une ligfte draäe ete, 
(Correapondence math^matique et physique de Bruielles, T. 11). 

S) HiOHBTTE, a. a. 0.; — TrattS de geomMrie descriptive, Paris 1822. p. S4. 
*) CAYLBr, On ihe iheory of skew sur/aces (Cambridge and Dublin mathe- 
matioal Journal, T. 7; ISöä). 
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53—56.] Windschiefe Flüi^Mn. 53 

M C t ffgltt ID t^fllC t 

tnflt Tf d f d B I g t t d T I b t 1 PI 1 

mtt Ib f lg d P t d C d h d d —2 g h ft 

II DhittptdC In^tdC gh I b 

1 ] t tt Ib f I I f t X n L P t 1ml 

g t t & t hl t 1 d Fl h I pp Ip 

Wim mm w b(5Jghl td fbg 

(. tnijdnlflgdG t bthttfi! 1 d m 

P t d Fl h wei 1 d f t, t i b 1 t Od m 

I il fRklt h dafldDlhttptw 

et d ht m tt Ib f d f Ig m 

f II d D ha hn tt 1 n t 1 n I t j d b 1 b C 1 i 

tllddhhngg dl Gd htmhl— d 

f t hli DPlhltdh Dp[l d 

jdC t — Pmit gtffwd)Ijd P t 

d CrvhtlUh Igtlb d ji 1hl 

bdr t ghwil 1 dPtk dl 

Gd hl IhdTg dDpi! t 

4.d pkEghfth l=!tda.lEb 

d wnhtmtlbfldG t thalt E I pp 

d pp It b h 1 — d w d I 1 Fl 1 d u It mg 1 b — 
D Ippblhb d ~r tu nbttl hjd& t 

d g I n Fl h J d Eb d ht tt Ib 1 Ig d 

Gntnthlbhtd gh Flh Pt !h 

djg wlhd felhG t IBI 

g t wl ddpplbhdDljibl dl t 

Eb g 1 H w d 

56 E wdhfFihhtm AUg g g i C 

a d mttllflgdG t gff d 

TU h ttlbflgdC t g g bht 

dEb d hltdFihuiIIPt j b 

d D 1 pp bl t tt D Eb k 1 ^ tat Eb 

glwd d bg iZhl — pbliflb— Bl g 

{ bftdlg Gad t Ihf dfl 

JdGdl d Eb littTgtdOb-fll 

PtdG tgdlPt^ffk 1 t Pt 

mt dlhlT tlb ghwd 1 11 

dläfgl jdGl IdhdP g, It tl t 

dFlh El wlhlbd^hllZhi: 



1) Cailfy a a An btello der v—% Doppelpuncte auf |cJer (jenen 
kann TSan in gewiaseu Fällen eine apvalentc ZEihl dfeifacliei. , tiecfaLhcr 
Pumte habi.li ilaä htiiit Hu. ü'ppelenrve kann durch eme äquivalente Curve 
böheiei Multiphi iit prsetzt weiden 
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I P ILb t ! Illgl Olfed 

1 h d 1 igl h I t d Ib d C p 1 I h 

1 d D 1 pp bl Dl t d ü 1 beiieö-j Eb 

gt S h tt h t 1 Sp d d h b K g 1 1 

S h t 1 bdieb ff P t t 1 t k W d b 

Igw Fll ItdFIdi \i D ppig ite t B Ih 

pasürt rofUdG t fjdEb Idh 

IdIghtJiG i d hdttifft S baittp t 

d n h m 1 11 1 P t 

DCl nighb Kgl t(8)gliiddgRb 

Pll dftsi Ih Itdl aiZHdBt tib 

dKidl fdZlWrL dihlSIilgl 

dwC t dPlb tllt tdOdfedKgl 

gl h ( —1)— aAblOd iKcl tftbgihl 

Cl db Im hltw Iwdhfllhdl 

nEb hdtllhdKll IgUDCI d 

C t ( —1)— w d Z hl d D PI. Ji t d elb jst. 

F Igl 1 b t m a = (f d I sst (i Clas de d ipll uh d Da. 

lopp ÖZen d h f Flache gl k d& (hd j de D ipek rv ) 

57 Zw k mm L — b dEtn —h p 
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1) Cayi.ey, 


a. a. 0. 






!) Ist datunter ein /»-fuchec Fmiet, so 


Kählt dieser für ^^-^ Doppelpunele. 
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5G-57.] Windschiefe Fläehai. 55 

Doch gibt CS v +1- Tille diss /.v.i.i uitajiechti de Eheien je n ?i 
sammenfallen Di oh i ^elien ilso > -\-)' Ebönen \lu denen jede zi\ti 
eatapreohende Piincte beider Cm ven VBibindet i nd ei nt demnach der 
Giad dei windschiefen Flache welche dei Oit der Geladen tx ist gleich 

V -^v — Offenbai veraiidern sich dei Beweis und die sonstigen 'ichlüsBe 
nicht im Mindesten nenn man an Steüe der heii i ehe len Cnnen zwei 
Eaumcmven odei eme Riumcii ve iiii eme el ene Cime ai i immt d&ici 
Oidiinngsziblün be?Ui;hch c und Bind 

Die Cune (" I triftt die Ebene r m t Puncten t uni die Geiadtn 
welche diese Pimcte mit den entapiechenden Pimeton x veibmden sind 
ebensoviele Genei'itiii.en dei Hache Da die Ebene JP>- " tteneiatriien 
enthalt so ist ^le tur v Pnncte — einen für jede Orenentrii — 1 Tngential 
ebene und dei duich sie eizeugte Schnitt dei tliüie lest ht iii 1 cen 

V Geladen und dei Ciive(i''l Diesei Sthnitt hit 



Doppelpiincte; zieht man hiervon die i'" Berühr migspiuicte ab. so driitkt 
der Rest „"/„" i\ 

die Ordiiuiig der Doppeicurvo der Fläche aus. Betrachtet man analog den 
Schnitt der durch P" entsteht, so erhält man die Ordnung der Doppelcnrve 
ausgedrückt durch 

""'' + T^ + '" + ""• 

Man lindet also identisch 

1.2 +'^-i-^'= —£-3-+""" + *^" 



^■ + ^') = '~-^V^'-(^' + 0. 



- l)(v"-2 ) 
i.2 
ISczeichnen wir nun mit dem Namen Geschlecht einer Ciirve {«') die Zahl 

so können wir sohliosaen : Zwei ebene projectmisdie krumme PunctreOieii sind 
von demaelbsa GeschkcM. 

Da nach den Formeln von PiöcKKa 

ist, ') wü 11,' die Classe der Cnive (v'), t' die Zahl ihrer Düppeltangenten, 

') Diese Gleichung kann auch als eine Folgei-ung aus dem eben bewiesenen 
Theorem angeeehen werden , da awei reciproke ebene Curven augenaeheiulieh pro- 
jectivibche Punctreihuii sind. 
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dddWltgt tdGrllltlC h 

F t kl d 1 & h tt cl !b w d h 1 Fl i 

pjthPth w Itpld 

p djg mtwlh dlb& t'S ^ 

dl h C d 1! (_ hl 1 1 I t d Fl h 

Gd indlt DppI 1 Odgall t t 

d lil ht b 1 b g b S h tt gl h ^ ~i^^2~^^ ~ ^ 

Itl difrih tGd d trllht 

d h t t d Ges hl h b h tt t d 1 

g d D pp 1 11 ^ "i^'a"^' - ^ ^^^ ^ 

ht kl 1 -2 d d 1 7 hl d p t t a i 

Dppl J^C t gtff dW dFlhk 

D pr lg d th It d h I I d Et g h ü w 1 h 

w hi G t thlt dOdgdDppl 

gmdta— d G t d !hd 
d Z hl I PI Ip t b t 

5 U t & hlecht eierB imrv ■« ü w d G 11 ht d 

Pp thE dOügdC 
dZhlh hb dwklhDpplpt dSdZhld 

t P t d d F p t 1 3 1 

d b t D EP !p t d ^ Spt t 1 (- 

Aus den Formeln Cayley'b bat man nun ^): 



= '-^^' - 1'+'+'" = '■^^' - «+'+«>■ 

Dies sind also ebensoviele Ausdfücko für das Geschlecht einer Itaumciirve. 

Da eine Ranmcurve und ihre Perspectivcurve offenbar zwei projecfivische 
Punctreihen bilden, so können wir achliesseu : Zisä beliebige ebene oder K/mni' 
carven, die projeclimscke Punctreihen bilden, sind von demselben Geschlecht. 3) 

Die Eintheilimg der etenen und Eaumcurven und damit auch der Kegel 
und der Developpablen, sowie der windschiefen Flachen als Eeihen von 

1) Das lieiast ein ebener Schnitt eines Perspeotivkegols der Raumcnrvo (l3). 

^) Hier bedeuten die Zeichen 

M< P, a, r, f, )?, 8 
dieselben Zahlen, wie sie oben (10, 12) auseinander gesotat sind. 

3) Ci,Eri3Cu, XJther die ySingviaritäien algebraischer Curven (Grelles Journal, 
Bd. 64; 1865). 
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57-54] Wi ■?. Are/s rhih>-> 57 

Geladen in OesrhWliiei die ioii Profeasoi Ci.EBhCH voigesehl^en i), ist viii 
der höchsten "Wichtigkeit Durch sie näheren und veikniipfen sich die an 
acheinend versthiedenaitigsten Eigenschaften det geometnachen Pormeii. 
Demgemass ist das Maaes der Schwieiigkeit, welches das Studium einer em 
fach uaendhchen Reihe von Elementen — Puncten, Geriden, Ebenen — 
daibieten kann, wedei die Oidnung noch die Clause, sondein iit^lmehi das 
Geschlecht 2) 

69 Die einfachiten unter den windschiefen Fliehen smd die, deien 
Geauhlecht Nnll ist Nennen wii v den Giad der Elache, so ist die 
Ordnung dei Knoteneiiive gleich — ' „ ■■- und es hat also ein heliehi^ei 
ebener Schnitt dei FHche die giosste Zahl dei Doppelpnncle , die in einer 
ebenen Ouive flj.istieren ktnnen DuiLh einen beliebigen Punct jr des ebenen 



1) Man vgl aucli ScHwAsi, Des!iperp!iehusmplamtme%phcahl%bTis piiwomm 
Septem otd'num (CrelleB Tournal, Bd 64) und fefter die gei adhmgeii Flachen 
lünßen Giadea (ibid Bd 67) 

T) Eine ebene Curie ist ^om Gesehkohte Sidl, sobald tt + ,^ = '""j^ '^^'^ ^ 
i't, das beiBst sobald sie die grfl?ate Zahl lon Doppelpuncten beutst {FMih'lunri, 
Kr 35) In ditiom Falle kann man de Puncfe ASt Curie einzeln miltelit der 
Corven eines Büschels (>— 1) tci Ordnung eibalton Denn die Uoppolpuncte und 
2v — 3 andere beliebig in dei Curve fixirte Puncte beatimmen ein feystein von 
<5!ziH^ZJ::i _ 1 Punoten, das heiost, sie beitimmen {Emleitwij, Nr 41) die 

Basis eines BSscbela (v — 1) ter Ordnung Ton diesem schneidet jede Curve die 
gegebene Curve M einem emsigen neuen Puncte Die Cune ist in Gcm^ a dm 
Formeln yon FacKEE von der Classe 2{v—\) — a und hat Z(v—2) — 2r Wende- 

punote und 2(j— 3)('' — 2 — x) ^ — , Doppeltangenlen Daraus folgt, dasa eine 

Gurre der i'-ten Ordnung nnJit mehr als — — , Spitzen haben kann Clbbscii, 
Veher diejenigen ebenen C'arien, deien Coordmalen ralitmale Functumim eines 
PaTamei'vs sind (Grelles Journal, Bd 14 18651 

Da die Curven eines BüscJiels einzeln den emaelnen Punclen emei Geraden 
entsprechend aufgefaast nerden kennen, so kann man al<o auih eine Curie vom 
Goschkchte Null al» eine jeder Geraden proj eil mache Punctreihe auilaiaon Dies 
gilt auch fQr eine Eanmcurte da man flir dipse stets ihre Perapectiicuiie letaPn 
kann Hieraus ergeben sich iiele wichtige Folgeiungen Znm Beispiel, wenn m 
einer Curve >om Gesohleclit zwei Reiben entsprechende! Puncte existieren in der 
Art, dass einem beliebigen Puncte dei eisten Reibe ß Puncte der zwuten, und 
einem beliebigen Puncte der Biveilen ß Puncte der erslen Eeihe ent'preehen, so 
ist ß-\-p de Zahl yon Puncten, m denen je awei entsprechende zusammen feilen 
Das beisst jueh, um es kura au sagen Gibt ei in einer Cune vont Qesehleeht 
'wi Meilicn lon Puncten mit d'T Be le/iuny (ß ß 1, so tst die Zahl d« sm 
aammen/allendfn Puncle gleich ß-\-ß Um dieses Theorem zu beweisen, genügt 
es, zu beachten, dass dasselbe fdr eine gerade Punctreihe richtig ist, die der 
gegebenen Curve projeLtivi5i,h ist Giyibi, Vöif trir 7a i^rrr pLndante de ihn 
puinls -Hr Jine ^jtcibc (Comptes rondus, 12 mara 1861) 
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58 E £1 J [C p -V II 

S h tt ht G t 1 ! 1 D 1 p 1 — P fft 

■\jddPj,l & E iPt 

1 d Ib 1 I b h tt t ät d t p I 1 d P t 

j Pt db bmtdPt d — 2Pt 

d tIdmbShtllHd C m 

C b! 1 f 1 d t l!t El P t m t d E 

h g ( — 2 -^2) gibt f Jgl h 2 ( —2) t P t d h t 

n d E t 2 (■ — 2) C p dalp t - P w I h d 

bdG t mfll— d h gbt2( - )G t 

d iddbd mtlbtldG tghtt d 

bOWbhk i dFll dhirih 

tn&d d gdDt SltE IdC 

Odgd 11t n !llbdl llbg 

fit Ei hd d tdPIhlOdCd wlh 

fddDt SXlifeltDCd 5ff f 

dFlht/jfbdfl d d IlldPt 

b d Jtft d C böglh/,11 dtl 

Pt DCdddl P gl d& 

tfllg Eb d]g Ih tdPt l 

Idbld IgltOl f Ihdtdb 

IG t tDIgelddLb hbnhi 

rdgra dl 1( t d dl FJl i 

ddl gb E tflglh/i= — 

T d El d 1 h 1 t 7 1 1 t 1 

i hltdFlh & t d 1 biß 

md tlldhd IbPtgh IglhW bdt 

jddl6gItFb dFlh p C t d h ei en 

Pt hdDGt ib d lli 

Pnt gbtffA^Pt df 

Cd lg Ibdbbglt ddPt ap 

jtihdCd dlCppdPt i ^ 

dnl tp! JdmPt ph/>Pt 

idmtbngdL InblmPt t 

p b ^ d m P o Ib t mm 1 !1 d P t l d El 

l\. G tdPlb tlltdh dPt = 

tpbtdGd=baDrgti Zg 7dl 

libk tihdPt d et 

g t ft w d d b ^1 

Hbw kht bC T-d tO] i 

pi ^ V d IbPtblt (/>+ = ) d 

Cd dl timPt ttlitd Pt ijt bd 

Cd tpld dEb ilg db m 

lauf dt d 1 m P n t jr = d C d = ba 

entspricht, ivta ist dann dei Oit dei Geraden xXi , ivelclie die Puuote 
von n mit den Puntten vcrbrndon, m welclien h von den ontsprc oh enden 
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59-60.] WmdscJikß Flächen. 59 

Gerade j: ^es 1 tte ri Ma n I ma eue bei el ^e & ide t Is Axe 
e es B Uchela y n Ebenen d 1 llev helneTntet i 

gel en D es Büschel nnd das B schel de entsp ecl enden Gerad d j; a d 
p oject sei d e ze ge dal e durch d e D cl s 1 tte de e tsj rechenden 
Strahlen einen Kegel cl i tt de dur ha nd b geht Iso l n och vet 
te n " — /"— <r=i' Pu cten jr seh e det Verbnl t man r nr t demje gea 
P ncte t un a welcl e den St \1 le 3, = br ent p cht so e hilt na 
ei e C e ade 1 e n de Ehe e (t 1 egf De gesuchte Fhcl e st also vom 
ten C ade Jede Ehe e d h a seh e det ? a a ad aade e -r P ae 
ten X denea de 1 e he ach der Pu et a u d aale e <» P ncte x von 
entsp ecben d e 1 e dea P ncfre 1 en s nd proje t seh u d zwe ent p e ! en ie 
P ncte falle zu n aa en de Ge aden xx sehne le s h d 1 e amn tl ch 
e ern iesteu Puncte g der Ebene Geht d e Ebene du ch ah su fillt der 
P uot B m t b zu 1 nmea d fülgl h hit d e Tl che a sse a och e e 
anle e f,eadlaae D ect x de c fach t uad d roh de Panct b geht 

W wolle jetzt aanehnen de Gerade i r cke de Ge aien n 
en 11 ch ahe al o auol de Punet b den Puncte a Nel en w p cht 
kle ne al» a so g bt e unter den p Zwe ge o A deschnake en 
■T d e a el d rcl 1 ge! en nd i e al o vo 1 Ge aden ab he uhrt we 
den ) In d esem Falle en Ep e hen ] e P ncte r von denjen ^ea Ce aden a 
p oject seh de n le Llee n h A c! n tjezugen s d der Puact a 
eatsp dt de C ade ab d de Flache ist auch der t de C er^de 
d e von dem Pun te jr na 1 le Pun ten i gel cn n denen Ä o de 
entsfrecl enden Te aden a get oflen w d Jede El ene lurch a entl ilt f 
Geae at \en 1 e n nns Fu et de I> ect x d ^nsan meal fe I e f 
d e Flache e e /> fiche Ge ade st E tolgt I e a s da-s d cl e neu be 
1 eb gen P n t V n a e e Zai 1 von /— ff C e e atr xen eht 1 e si n t! ch 

nt zusanaie lüe und a jedem le /"—c Puncte on a vel 1 e den 
Tange ten an 1 1 Z e ge on k entsp ecl e de cht von ab 1 e hrt e 

le Mio p— ff+l G eatrse ntazusimnea 

Un gekeh t Gegebe e ne ehe e C t v n d U 1 g v _ ^+o- 
de enen /'l+ff)fachen P et a 1 it le e geoele e ne Ge ade de en 
F cte r e e p je t c! e P nct e he a Bezug a f la> B 1 e! \o 
Qe aden b Ide de de Ehe e v n i d rch n g 1 en n de Art li a 
dem Pu cte jr= a de Ceride ob e fsj, cht de* Zwege \ n l b 

rul t nd n d esem Puncto p-\ " gen e nsct aftl che Funde ti t der C v 
hat da n t de t de C e ade rr elc! e I e Puncte von a n fc de 
F ncteu e b dea denen k vo de en 6j echen ien St 1 len j- get offe 



) Man bat so eim.n yiclfacbea Punct a, durch den p Zweige der Cuiie gehen 
der aber für 

1.3 ■•■ 1.2 

Doppeipuncte gilt, da er durch das Zusammenfallen eines /i-faohen und eine. 
<r-faohen Puuctes entsteht. Csylby nennt ihn einen /?(-i-<r)- fachen Punct, um ihi 
von einem {p-\-a)-£ai:hea Puncte zu untersohoiden, 
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60 Erster TMl. — Windsekieß Flächsa. [Cap. VIU. GO.] 

wird, eine Fläche des v-ten Grades. Denn zieht man eine beliebige Ti-ans- 
vewale (, so erhält man wie im allgemeinen Falle eiaeii Kegelschnitt, der durch 

geht and dort ob beriihit, also k nur noch in anderen " Puncten X\ trifft, ij 

In beiden Fällen, mögen die Directrixen a, b verschieden sein oder 
aosammenfallen, ist die windschiefe Fläche vom Geschlecht 

( >-l)(v-2) _ />(/>- 1) _ <-^-l) ^ (^_]K^_i) 

Diene Zahl kaim sich aber noch erniedrigen, wenn die Curve 7c andere viel- 
fache Puncte und folglich die Tläohe vielfache Generatrtxen besitzt, 

Macht man i'=-3, also p=:2,a:=l, so hat man das einfachste Bei- 
epiel der eben befrachteten Flächen, Die windschiefe Fläche dritten Grades 
hat im Allgemeinen zwei geradlinige Directrixen, von denen eine eine Doppel- 
gerade ist. Beide Directrisen können aber auch in eine einzige Gorade Bii- 
earamenf allen, ^) 

)C S d ^tm on k at /aces otherurke sctoüs. (Fhiloeophical 

T t jse4 p 559) 

) M h das V rf Abh dl g fülle mperßcm g bb' de! terz nt 

A m (Att d I E I I Lo bacd W I 1861} — Sur les aurfaue gauches 
d i oi me d gr (C lies J nal Bd 60 IS6I) — Rappreientsatone deüa 
Bup p, d S 121'- p ßci g ib d 3° grado sopra im piano (Eendi 

dlBI LmbMl j 1S67) — Bappreaenta tone dt vna classe 

1 p fi g bb p pi, (A all dl Matemalica, 3' berie, T 1°, 
M I lh6S) M 1 h b d Phil ophioal Transactions 1&63 p 241 

W 1 1 w d h f Fla h Ordnung eine Gerade r enthält, so 

h rtih ( m Al!g J 1 Fl d g a bei ebig durch r gelegt ist, die 

Fl h 1 1 d P E d dies die Durehsohnitt^puncie von 

mt d ] C w I h m mmen den lollsta digen Duiohsehnitt 

d Flä h d d El bldt D h m de Ebene/- 3( erzeugen d e v- 1 
B h p m 1 I ( —1) Giadcs deren Doppelpunete oflenbiir 

pllhPcttdUlh dld TaQf,entialcbena m jidem derselten 

d Fl h Ib f Ife d Puncten berührt Haben zwei nicht 

g rall g Flä d d g ine Gerade » gema n so haben wn- 

fd pj bll wn man d e Puncte ala entapreehenda 

h 1 dbdFlIh S. n Iben Ebene berührt werden Beide 

Ilt hh (E ■nie ff ^ ^b -|-v geme iiöiJiaftliLhe Puncte das 

h IdFIhbh h + Puaeten von r nnd Bthnciden sieb 

f Igl h C 1 b d Hl- Pauclen tiifft Wenden wii 

a Ee I t Hl ht g d! g Flache v ter Oidnung B,n die durch v 

Or des Ib "^y tem Hjp b loids gehen so hadet man dass der 

Qb bl b d & h t d b d Flä h ne Curve v ter Ordnung ist die mit 

j d d G tm P gm hat D a Fläche schneidet alao das 

Hjp bid dmh (. t des andern Systems Diesen Satx 

d kt m M (M h P Fropneles pnjftivea des ßjiiret, 

an t d I 2 d P lSfi5 p 418) 

Epkgid IL Tb mf loht geradlin ge Fliehe f ter Claeie 
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ZWEITER THEIL. 



GAP IT EL I. 

POLARFLÄCHEN IN BEZUG AUF EINE FLÄCHE 
BELIEBIGER ORDNUNG. 

Gl t l l lg (b A \ (F l Ißtch ) F d t 

3d fe^b d blbgmErahlP 

Las t m T 1 t dm ) 1 !> 

h g F P ta tdOtdlm 

h M tf li t ;- t G d d Sy t B g f 

dPl Plh^tOdgd fdih 

T 1 /> P 1 t E 1 h Fl 1 m i {-p) 

P l ß } A V B fdPdmtalfll^J 

fd I t m T I b t dl g 

h F C dtOlglit td 

( —p) fPl B aaciC/'tüdg 

IdOd C Flh/*tOd d /')tPl 

fl 1 B g i i^ ) 

Afd W tphtdmPt ZaJl -IPl 

flh Bgfdggb Pll D tPiflh t d 

( -I) t d g d t P I fl 1 d ( -2) C d g 

d ItzPIrfl! t ObflhwtOd (Qcad p k 

ßdchsj, die leUto oder (t— l)-te Polarflache endbcli ist eine Ebene f Polar fbeuej. 



1) Geassmakn, Theorie der OentraUn (Grelles Journal, Bd. 34. 1843; 8. 373). 
— Einleitung, Nr. e8. 

2) Ist ^y ein Kegel, und der Pol ein vom Scheitel yersohiedener Punot, so 
sieht man sogleich, wenn man durch den Scheitel und den Pol eine Tranaversal- 
ebene legt, dnss jede beliebige FolarSäehe nieder ein Eegel ist mit demaelben 
Scheitel als üer gegebene (4). 
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62 Zweiter Theil. fCap. I. 

b2 Aiii dem bcLiimleij flieciemo l| „ht m tm haimm sLhor Mittel 
„[uint 3 ten (.Tiadtf. fui dis b^slem a n- Oj. in Bezug lut den 1 j1 a, bo 
„na umgekehit o ein hainionischei Mittel]iiinßt (j— />)teii Giadef de'sselben 
„Öytemfe o,iij Ov in Beziig auf tu als Pol" tolgt 

Ist m ein Fmd der {v—pj len PolaiAaJte z on o, so lil wngilJul a au/ 
dei p ten PolaTÜScIie )un m gelegen 

Oler luch 

Der Ort eines Poles, desstti p te Polai^äcke dmdi einen gugelcxen Pwnct 
geht, iit die {v—p)ie PolaifliUie von o 

ho ist zum Beispiel die erste Polaifitche von o der Ort dei Puncte, 
cleionPularebenen darch o gehen, die zweite Polarflache von o ist der Oit der 
PuBcfe, deren Quadnpolarflaclien darch a gehen , u s w Umgekehrt ist 
die Poisiebene \on o dpr Oit der Pnncte, deren eiste Polarflachen durch o 
gehen, die Quadnpolai fliehe vun o ist dei Ort der Praiofe deien zwute 
Polatflachen durch o gehen , u s w 

63 Ans Jem bekannten Sitze ^) „Sind m, ni, nlp die La;m 
„niBthen Mitteipuncte /j fen Giades des &Mtetns u, Oj üj. m Utzig auf 
„0 ils Pol so haben die beiden Pjsteme a^a^ dj und mitn m^ in Be 
,,zii^ ant den nämlichen Pol dieselben harmonischen Mitteipuncte rr ten Grades, 

T<|0," folgt 

£iii beliebiger Pol hat dieselbe Polwfläehe m Beatig auf die gegebme 
Flöiche und jb Bexug auf /ede Polarfidthe lioh^ei Oidnuny für denselben Pol 
als FundamentalMohe asigesekai 

Oder mit tndeien Worten 

Für einen gegebenm Fol fällt die a ip Polai ßache m Bc.ag auf die 
" te FofarßaJte wal dn (^•^-a'') ten Polmflache in Be~ug auf du Funda 
inentalfldthe nufammen 

So fdit zum Beispiel die PoIareUne lon a in Bc/ug aut F^ zii'^ammen 
mit der Polaiebene m Bezug auf die (•■— 3) tc (y~3) te ("^4) te Pohl 
fliehe de'aelben PoIps , , die zweite Polirflichc von o in Bezug iit 

Fy ist die eiste PtUiflache vm o m Bezug auf die ei-te Polai-flache des 
selben Punkts, u s ■« 

64 "Wenn dei Pil o auf dei Fundamentalflithe liegt, so das^ er ilso 
den Plati einei dei v Durclisdinittspuncte a, Oj, , Ov (Gl) vertiitt, so 
fallt dei haimowche filittelpunot ersten Giades mit o zuaiinnitn Ist iber 
die Tiansiersale Tangente lon Fy m o "o sind zwei Piincte Oi.o, 

Oll in veicinigt und neil m diesem Falle dei harinonisi-he Mitlelpunct 
ersten &i,ides unbestimmt wird, so kann man in diesem Falle jeden Punct 



1) Einleitung, Hr, ]2. 

2) Mnleifung, Nr. 13. 
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ß2— bT] Fularfläcliej emer Fwdnm»nia'flat.h>' 03 

dci IinniiveiBale ais "olchen betiachten 1) Nim ist der Oit dei Tan4,entui 
1011 Fy in eine Eben' su linge wem^stenv o kein -nelfachei Pinct ist, 
folglidi gilt dei batz 

Die Pntarehetu. eines Punetc de) Fv.ndamentalflaOli, ul die Tanjtntial 
ebene dei Flärhe !« diesem Ftmtte 

65 Wenn der Pol nicht auf -P^ liegt aber die lionsveisale Tangente 
diesei Fliehe ist, so filJen zwei vdh den Puncten Oi, , a> in den 

BeilihiiiflgBpnnct zusammen dieset ist ilan emer der haimoiiisohen Jlittel 
puncte des ("-— I) ten (iiadea, 2) also ein Piinct dei ersten Polftrfliche Man 
liat folglich den Satz 

Die erste Polarflikhe eines beliebige» Funotts e schnetdet die Fanda 
mmtaJßaahe iii der Buvhnmgeeuioe !^<niik&i dieser Flärhe und dem umge 
schneheiieii Kegel, dessen ScheUel o ist 

Die erste Polarflacht lat voa der ("—1) ten Oidnnng sie schneidet ilso 
Fy in emer Cune v(v— 1) ter Ol Inung Diese Z*hi diuckt also luch die 
Uidnung des iimgeichii ebenen tegels ins ^) 

b6 Die Classe vtnFy i-,t die Zahl dei Tangentialebenen die man an 
diese FlM,he dnich eine beliebige Gerade oo' legen kann das Iiei-.'tt die 
Zahl von Ebenen, die durch o gehen nnd den Hingeschriebenen kegel 
vom Scheitel a beiuhieu Mit andeien Woiten die Classe von Fv ist die 
Classe emei behebigen um gesthri ebenen Kegels der »leinen Scheite! in einem 
beliebigen Punole des Raumes hat 

Die Beruhi 'ing'puncte der Ti.n£;entialebenen, die duich die Puncfe a, e 
gehen liegen m den eisten Polaiflj,chen diesei beiden Pole Dt diese beiden 
Polarflachen und die Fhche F^ drei Flachen (v-l)tei, (i-— l)tei, " ter 
Ordnnng Bind, ao haben sie "{v — 1}' gemeinschafthche Diuchschnittspunete 
Folglieli hat man den Säte *) 

Eine FlaJii' v te7 Ordnung tst im Allgemeinfn i on der ^(^—1)" ten Classe 

67 U'-cuheit eine Geiade die duich den Pol o gezcgen ist, die Fhche 
in m so ist dieselbe Gerade auch m ni Tangente der eisten Polarfiithe 
von 0, und luch die zweite Polarflache dieses Punctes j,eht dmch m ^) 
Umgekchit ist klar, wenn m ein gern ein sohafth eher Piinct awuchen J-^ und 
dei ersten nnd zweiten Pchiflache von ti ist, dass dinn die Gerade oin die 
Flache Fl, 111 m usculiert Die Zihl dei Geiiden, du, sich ijnjjaaJv so 
ziehen lassen dass sie diese Fliehe oscuhcien ist dahei so gioss als die 



1) EhüHimg, Nr. 17, 70. 

S) Mnleihmg, Nr. IG. 

3) MoKöB, Application de Va/nalye h la geome'irie, g 3. Man vorgloiche auch 
Correspondance siw t'e'cole polyteehnique. T. 1. 180S; p. 108. 

*) PoHCHtRT, M^oire aur la ikSoine generale des poiaires rectprogiies (Crelles 
Journal, Bd. i; S. 30). 

*) mnhilung, Kr. SO. 
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Zweier Thdl. Cap, I. 

P t w 1 h F II fe und zweite Polarfläolie von o ge- 

Aas h t gl 1 ( — 1)( —2). Diese Geraden sind offenbar 
& t d m 1 b nen Kegels, 

s" j t t w d 1 mg sehr ebene Kegel von der Ordnung 

t d Cl ( —1) nd diss er i'(_i'— l)(v-2) stationäre 

I t k w tei Anwendung der Formeln von 

(3) schliessen dase derselbe ausaetdem 
hvi«—!) (v— 2) {f—ä) Dopi elgeneiatrixen 
JK''-1)(''— 2)(>'— v' + i-— 12) Bitangentialebenen und 
4i'(i'— l)(u — 2) fifationaie Tangentialebenen 
besitzt. Wir haben dabei den Satz 

Dwrcli einen leliebi^tn Fund o limi man an eine Oherßäcke F„ 
v(,_l)(.-^2) 
Oe'uliiTendf legtn, M» i 

iH«-l)(.-2)(.-3) 
BUangfnten (Tangenten m zwei verschiedenen Puneten) 

j,(,_l)(v_2)(p'-.»+._12) 
Bitangeniiahhenen (in z\(e! veisi-hie denen Puncten) und 

stationuf Tomgenhalcbintn (die in zwei unmittelbar folgenden Pnncten be- 
ruhien) 

63 Die paiabohschen Puncfe bilden auf Fy eine gemsse Cine dte 
parabolische C'urre, die lon dei eisten Pol a flache des Punctes o in den 
Punclen geschnitten wird in denen F^ von den Station iien Ebenen berührt 
wird die duich a gehen Ans lei Zihl diBsei Ebenen fdgt dis" die 
parabubsche Curve \on dei eistei Pohili Jie ^ni\ o in 4 (" — l)(i'— 2) 
Punkten getioffen wird Also gilt dei Sitz 

Dte paiaboliseke Guiie ist lon dei iv{y — 2) ?dn (hdnung 
Ebenso schliesst man aus dei Zahl der Bitangentialebenen 
Die Cmie, welche den Ort det Berißtrungspunate sü iaüien iv "^ thtm 
Bitimgertttaliimen datsieUt ist ton de^ (hd^ang 
.(v_2Kv'->''+v-12) 
Aus denselben oben betiachteten Zahlen lolgeit man feiner. 
Die etaiwnami Ebenen zon Fy haben eine Developpable von der Classe 
4,(,-l)(,-2), 
wid die Bttangetihalcbencn haben eine andere Developpable von der Classe 

zut ejnhuUenden Flache 

()9 Liegt dei Pol o auf der FundamentaWäche F^^ so fiillt für jede 
behebige Lige dei Transveisale einer der Puncte ,o,, a.„ . . . , av mit o zii- 
folglidi ist ein harmonischer Mittelpimct jedes Grades des 
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67-70.] Pularfihcyit emrr Fundam.ntalßilclw. 05 

Sibfuis am- Ov in Be/if, iif den P 1 o F Igl Ji ^ebcl lle P Ui 

fl diei lüii o diicli diesen 1 unct 

Ist die durch o gezogene Tunsieisale n diesem r meto Tangente v n 
/V, 30 fUieii ^011 di,nPnncten oi 02 Oj, anei mit iiisammen diesei Punct 
leitiitt 'thu zwei hairacnisohe Pnncte jede^ beliebigen Giadea ') Jede 
1 angellte in o an Fj lat dihei in demsolbei Pui cte aui,h Taiioentt allei 

Ist die diiiL.h gezogene Tiaiisieisale e le dei bei]ei Üseil eiendeii 
TOn F), so falkn auaaeidem diei haimünische Uittelpunite auf und wu 
erhalten folglich den Sdta 

Lygt der Pol auf dir Fiindainentalliächf, so lud dtcgt, mit iä nmllichm 
P'Äarfl&chea in du-sem Pancte die Tangenhalebentn uad die Osi.u!ie) mden ge 
metn «) 

Daiaus folgt, dass die beiden Oscuheienden von Fv "' die Genera 
triüeii der Quadnpoiarfiiche von a sind die aith in diesem Funi-te kreuzen 
Wenn ein paiahohscher Ponet lat so fallen die beiden CJeneiafii\en zu 
sammen nnd man bat dahet den Salz 

Die Qfiodnpolarßiuhe oinea patabdi Jieii Ptmttes ist ei» Keg I, d r (hc 
sntsf» eüiende Wendiebene berührt und die Berü/isnittgngeneraim: ist die Getade, 
die m diesem Puncte dis Fundamejüalßache osculiert 

Man sieht ausserdem dass ein pi aboli><chei Funi-t dei iundamental 
fliehe diese Eigenschaft ein paiabohsi,hi, 1 1 uct zu se n aich f 1 1 alle 
Pülaiflichen des'^elben Piiuctes behilt 

70 Fallt ait einei Transversale dPi P I mit emem du P incle qi 
O" av zim Beispiel mit oi ?i Timmen •'n sind die hirmon lachen Mittel 

puncte des (-■ 1) ten Giades dea S\items in Bezug aif obcngei ■) nuten Pol 
der Punet oi and die ha moni^chen MittJpnncte de' niedeien S\n(ens 02 
03, , 0[j in Bezug aul denselben Pol ^) Danui folgt dass die eiste 
Polaiflacbe sobald dei P 1 auf dei Fundiraentjlfl iche liegt dei Oit der 
harmoniiehen MittelpinUe des (v— 2} fen Giades des Sjstenh der f — l 
Pincte ist in denen Py ausser in lon einei beliebig d irch gelegten 
Pran'veisale geschnitten wiid und ^nahg '■** i^ie /- te PoJaiftiche von 
der Oit der haimon dchen M tlelpuncte (v — p — 11 ten Grides für das bvsteni 
dei ( bt-n^enannten j'— 2 Puncte 

Die Geladen die iioh ■von 'J riehi-n la^sei dass sie i]! aideiMio 
berühren, bilden einen Kegd dei [>'(j' l)-2] lei Orlruiij, dem eu be 

1} E.nleiiang Nr 17 

") Aus dem elbeu bat?u über d 9 haimi ie I on M ttelpuiole lüi h) 3 Nr 17) 
erhält man den Satz Uenn eine tfrude » der Bui dimenfalßiehe e len u piii 
cligen Contact hat so ^at »if eine ebenso hohe Ber hrung in denselben Jfmcte 
inä jeder Polnrßärhe des Bei ühTungspunclei 

■i) MtnleUung Nr 17 
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Zweiter TMl 






h MF 
- ])-2 1 
ge d 1 
Od g t 




C t 
lg 1 
I b L.S 
d S h t 1 



1 1 g d 1 g ! gt 

d ] 

T g t d 1 1) 

AUg m 1 ( — 1) 1 d 

FI h Ib t f llt h d n I g h! 1 g t 1 b F 

d kl i K 1 [ ( — 1)-2] t ! s fl t D 

Kl dElpidEbe wllF dPtbh 

wll \ r dd tPIfll 11 D bd 

Pll bl Ib odlbdtdlbOl 1 

flgllihtdDhltt V F mt. ä. tPlflb 

dltdBhgv ] F \ d.m Ib 

Kgl SItl wZ d } k ddt 

d&dbltwd wll d II V t F I 

E f igt w t d d Ta IIb F 1 d 

ghb KllgdbdOil dlhrt 

I d g (83) gflhb DEb lllglll 

d 1 { -l)-2- 2 = (-)( + )C d m dflg 

1 h h t m d St 

U t d G d l F in a berühren, giU es (i'-3)(i'+2), du 
F uet d eil g 5enÜ 

B üh I d n I in einem Pimcte imd haben sie in ilim die- 

Ib 1 d t 1 er Punct sechs zusammenfallenden Durch- 

h t p t 1 ' t ) I*ie Fundamentalfläche und die erste nnd 

t P 1 fl h li b n daher ausser diesem Puijcfe nur noch 

( — 1)( —2)— 6 m 1 ftl he Duvchschnittapancte ; das heisst: 
D 1 g J ( — )( -|-2j Gerade, die Fy anderswo oeeidteren. 
D h b L. g I nit dem Scheitel o hat nach den Formeln 

P UE (3) d dnnngszahl gleich (v+l) ('■—2), seine Classe 

gl h (—1) t nidd ( — 3}(v'+2) Cuspidaigeneratrixen hat, 

1 ("— 3){i'-4)(^ +"—2) Doppelgeuerati-ixen, 
4v(»'— l)(i._2) Wendeebenen, und 
1^(1-— ]){v— 2)(vä— v'-l-i.—lS) Bitangentialebenen 
ausser der Ebene, welche Fy, in o berührt. 

Diese Zahlen gehen an, wievid Gerade man durch a legen kann, m 
daaa sie F,, andenodtig in moei verschiedenen Punoten berühren; wieviele 
W^ideehenen und wieviele Tangentialebmen durch a gehen. 

71. Hat Fy einen ^-fachen Punct J}, und man nimmt diesen als Pol, so 
schneidet eine beliebig durch b gelegte Transversale die Flache in diesem 
Piracte in t zusammenfallenden Pimcten; c harmonische Mittelpnncte jedes 



[■ der drei Fläclien d^e THUgcntialebei 
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70— 72.] Polarßächen einet- FtindarMiÜalfläclie. ß7 

beliebigen öiaiäes fallen aut b, nnci dieser Fnnet \%i folgluh fii jede Polav- 
Üacbe dieses PimcteB ein o-f^her PuDCt ') Daiaits folgt 

Die (w— (t) tß Polmfiäche von & iit an Kegel ffter Ordnimg mit dem 
Scheitel j» ^, und die Polarlia hm medeiei Oidmwig dessdben Punetes werden 

Zieben nii duicb & eine Tinnsiei-«ile, die in ihm mit Jv einen ("+!)- 
piiuctigHii Coiitict hit, so sind die hai tnonisohen Mittelpiincte des <T-ten 
Giades unbestimmt woiins itlgt, d^ss die Transversale TolJstandig auf der 
(ii—ff) len Polaiflicbe begt Hat abei die Tranaveiaale in i) einen ((T-|-2)- 
pnnetigen Conlact mit Fy, so sind die haimomscben Mittelpuncte sowohl 
des T ten als (""+1) teil Grades unbesfimmt, und die Öeiacle liegt daher so- 
wohl iiif dei (v— ff) ten ils der (u— o-— l)teii Polaifiache des Pimctes b. 

Von dii-i&r letzten Alt gibt es "(a-^-l) Tran^veisilen oder auch, die 
beiden lOigenannten Polarfiachen schneiden sich in iT(fF \-l) Geiaden. Demi 
i^it 13 cm beiden Polarfltichen gemeinsamer Punct, dei aber von i verschieden 
ist, so liegt die Geiftde pö nicht blos m der (t^—tr) ten Polarflxclie, da diese 
ein Kegel mit dem Scheitel ir lat, «tondein aaeh in dei {v—<r—l)-ten Polar- 
flache, da bie mit ihi ff+2 Pnncte gemein hat *) Wii haben also den Satz: 

Sobald eine Fandamentalflache v tes Onhiung emen <t fachen Pwtct hat, 
so ist der (ht der Geraden, die m ihm tntt <to Fläthe &nen {ir-{~iypuncligen 
Conlaci haben, ein Kegd a ter Ordnung, die (v— <r)-/c Polarfiäclie dieses 
Punctes Es gibt nmi o^-^+l) Gaatle, die dort mit der FlaJie <r-\-2 gemdn- 
siAafUuJie zusammenfaUende Puncte haben Dieeelbm bildet den Durchschnitt des 
obengffiam.'iitcn Kegele mü der (v— tr-— 1) tnr PolarMehe des Punciee, 

Ist mng^kehit die {v~a) te Polarfliche eines Punctes & em Kegel von 
dei a ten Ordnung mit dem Scheitel in B, so ist dei Punct B flir die Punda- 
mentalflache ein <r iachei Punct Denn zieht man duieh ö eine beliebige 
Transversale, '.o findet man, dais die harmonischen Mittelpuncte o-ten Grades 
sammtlich m b vereinigt sind, w.is nur dann geschehen kann, neun im Pole 
a Puncte des Sjstems ai02 O/ eusammenfilien '') 

Wenn die (v— tf+ll le und folglich auch jede andeie Pulai-fläche nie- 
deiei Oidnimg eines PoIps b unbestimmt ist, so i«t die (v—a) te Polaifläche 
em Kegel mit dem Scheitel B Zieht man n^mlieb dnrch ö eme Transver- 
sale so ist jcdei Punct deiselbfn ein hai-raomschei Mittelpunct des (o-— 3)-ten 
Giades, i\as niclit eintiefen kann wenn nicht m b die hai in oiii sehen Mittel- 
puncte ff ten Giadis zusammenfUlen 

72 Wenn von den Puncten oi «2 . Ov * auf den Punct b fallen, 

und die Übiigbleibenden durch «j (t) av—a bezeichnet werden, so ist 

I) Emlmtting, Nr 17, 72 

i) Von de=<en sind ff-l-l im Puncte b veren igl weil jot 
Kegels in B mit T^, einen (ff+lj ] nötigen Cuntaot hat und al 
Polftrfläohe von B (Sgi 

") L nl ilimo Nr 17 
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68 Zk& ter Theü [Gap I 

bekannt ') lai^s d e haimoii ?ehea Mittel^ uni-te des (p^a) teil Grades {o>-a) 
des Systems ma Hv— j m Be^ig ait der Pnl Ir mit den irmi] gtnnm 

raenen Puiict b zusammen die haimoni sehen MitteliJiinUe jo ten Giadcs fiii 
diB vollständige Sjatem oio" av in Bezug auf denselben Pol bilden 
Folghcli hat man den Satz 

Ihc (v —p) te Polarßäche des afaüiea Punctee Ö tat dei Ort der har 
numtschea Mülelpunrte des {p—") ten Graden, det v— » Puncte, in denen 
F^ von eätei beliebigen Jransversali, geedtmllen vird die duich J} gezogen ist 

73 Ist ö ein ueifacher Punct ^on F^ nnd e ein behebiger Pol, so 
fillen wenn man die Tiansveisale ob zieht mindestens zwei von den Pancten 
Ol ng dy m den Punct i zusammen und ö vertritt folglich mindestens 
einen harmonisclien Mittelpunkt des (-'— l)ten Grades Das beisst aber 

Di6 e^ste Foltiißuch eines häielngen Polt geht durch die vielfachen 
Pimete und folglich auch daich die iielfachen Onroen da Fmdamfinfal 
/lache 

Es folgt daiaib las' aibald F^, der Coniflex vm /wei oder mehieren 
Flachen ist die eiste Poiarliiche jedes belieb gen Poles diuh iie Cimen 
hinduichgebt längs deren sich die Componentenfiai.lien m\ zwei i nd z vei 
schneiden 

Wii wollen jetzt als speciellen Fall voraussetzen Fi, sei ins eii ein 
Kege! tf tei Oidnung und aus einer ardeien Fliehe i^;,_o- ziisammengespt^t 
und dei Pol sei dei Scheitel o des KeB;pls Dann enthilt lede Geneiatns 
diese" letzleiun als Transvei 'ale hetrathtet eine inbegienzte Zahl von Pancten 
i»i üi üy und fcl^lii-h a ich unendlich Mele hiirmoni6clie Mittelpuncte 

eines beliebigen Grades Die (i- — p) te Polarflache des Punctes o ist tolg 
lieh (Tl.) aus dein voigenannten Kegel und dei (v—p)tfn Polaifl^che lon 
in Bezug auf Ft^^g als Fuidlmentilfltohc betrachtet zi simmeng esetft 
Ist a^^X SD imd dei Kegel eme Ebene und de Sit? ^dt f i jeden be 
liebigen Punct a diesei Ebene 

74 The Fdai-ßachcn derselben {v—p) len Ordnung etrie-! festen Poles a 
M! Bi^ag auf die Flärhen eines Biiscl eis v ter Ordnung als Fmidumerttal 
fläclien, angesehen bilden em r'weites dem gegebenen pi ojei,tivisches Susdid 

Denn eine beliebig durch o gelegte Tianweiaale schneidet die Funda 
montalflidie in Giuj-iLn von v Pimcten in In^olntitn (41) und die har 
monischen Mittelj. tinote /< ten Giades diesei Giuppen in Bezug ant den Pol 
a bilden eine neue Involution die der eisten piojectiiiech itt ) Aber die 
haimonischen Miltolpunete sind d e Diiithschnitte der liansveisale mit den 
entsprechenden Polaiflaohen und folglich geht duich einen beliebigen Piinct 
des ßaumes mir eine e nzi^e Pulaifliihi, odei was dasselbe ist die Pjlar 
fliehen bilden em Bi sihel ii s w 

J) Einleitung, Nr, 17. 
3) Einleitung, Hr. 23. 
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■-2- ■> 1 Pia flalin eiwr i muUi isiilalflashe 09 

DiB'ea Iheoiem laa^t sich leiüit veiill^ememeien Zu diegera Zweck« 
((Ihren wir den Begiiff em Lmearet gerades Functsystem, ßter Stuf und 
V tcn Giades, indem wii daiuntei die ^ f ach unendliche Reihe der Giiippen 
von je V Piiiiiten veislphui welche "—/i gern ein-schattl ich en Be'lingiingen 
in der Art genügen dss' wenn /t PunUe auf dei Geiaden beliebig 
nngenoiiiinen sind sich mit denselben nm eine einzige Giu| pe der Keihe 
hiden lasst (42) Fui ^ = 1 eihalt man die rnvilutnu > ien Giale^ 

Znei lincAie PiinctsTsteme deiselben Stute auf derselben oder auf zwbi 
vei ' eine denen beiiden heis'en srn/ectittsJi, wenn die Gmppen des einen 
den Gruppen des andern eindeutig entsprechen und wenn den Gruppen lies 
eralen Systems, die ein medeies System {>— -^ j ter Stute bilden, im zweiten 
Systeme ebenfalis Gruppen dieses zweiten Sjsteras entsprechen, wekhe ein 
medeies '^v^tera derselben (/i ß) ten Stufe bilden (44) 

Aus dieser Definition ') folgt unmittelbar 

Die hm-moiiisthen Mtttdpuneie p ten Grades €lei Gruppen, ein a grg benen 
hnewen Ptmctsysteais ß ter Stufe und v teji Qiadee in Bexug auf cmen he 
hebigeii Pol, di,r auf der gegebenen, Gmaden gewählt ist, bilden emi neues 
hnewea Pundsyitem ß tei Slu/b uhd p ten Grades, das dem gegebenen projec 

Es ist ausserdem klai, dasa die Puncte, in V!ik7ien die Ober/läehen v (« 
Ordnung eines Imeaien Flachmsystems ß ter Stufe (42) von etuei beliebigen 
Tranaversäle gesJtniUen, u.mdea, em hneaiee PunUsystem, p ter Stufe und v ten 
Grades bilden, und dass umgekehrt, wenn die Oberflatbea derselben Oid 
nung einer ^ fach unendlichen Eeihe von einei beliebigen Geiaden in den 
Puactgiuppen eines hneaien Systems geschnitten weiden, diese Hieben eben 
falls ein lineaiea Fkeheu':\ stein bilden 

Es sei j etat em imeaiea PkLhenajstem /i ter Stufe und v tei Oidmiii^ 
gegebm, und es bei o ein behebig im Kaume fiMerfei Piinct Zieht man 
duich o eine beln-bige Timsveisale sc schmidet sie die I lache in Punct 
gruppen eines lineaien Systems, uud die harinonisclien Mittelpunkte p ten 
Grades dei Giuppen dieses Systems m Bezug lut o als Pcl bilden em neiiei 
lineaies System, das dem eisten piüjet.tivifii.h ist Folglich haben wu ^) 

Die Polarfla(.hen deiselben Oidnung eines ft^ten Poles m Betwg auf die 
riaiken emes bnearen Systems bilden ielbst em hneaies System, das dem ge 
jebenen pt ojectimseJi iM 

7'» Wie viel Plachen gibt es in einem Imeiren &) «ferne ß tei Stufe 
und f ter Ordnung, die mit einei ^.egebenen Geiaden einen (/i-]-ll pintiii^en 
Contact haben f 

1) Bs ist wohl überflüssig, zu btrnerken, ilaaa gauE analoge Deflnillouen sich 
für liiiearH Cui-ven Systeme geben lassen, die aämmtlich in ein und derselben Ebene 
gezeichnet sind, 

3| Man vergleiche : Bobillieb, Reeherches sur les loia giniralea qtd regissenl 
lea lignes et les surface» algibriques. (Annales de Gej-gonne. T. 18; IS37 — 23-) 
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Line be!iebi4,e von Aieeea Tht-hen Bi.hneidet die Geiaile in v Punoten, 
von denen wii //+1 dnich ri,;(a, rsi i */!+i bezeichnen wollen Diese 
//-\-l Pincle Bind so besohaften, diws ivemi ß von ilinfii beliehf, angenom 
men «erden dei uLeibleibentli, v—ß mögliche Lagen halben kann Daraus 
folgt, dasB aut dei Geraden (/ -\-l}(_v—ß) mal die Puncte n, t2 , J/z+i ^'i 

samnienf'vlleii weiden, ') und ea ist also (/i-\~l)(v ~ i) die Anzihl dei Flachen 
des Sjatens «ekhe die veilangte Eigenschaft haben 

76 Wii nehmen jelat an, man habe eine Flai-he Sy dei i' ten Oi Im ng 
einen Kegel Kv doiseJben Oidnung v mit dem boheitel o m d mm laste 
duidi de Cniye v" ter Oidnting, die den Durchschnitt dei Oite &y und 
K^ bddet, eine andeie riaehe Ä^ deiselben Oidnung v gehen, dinn trfft 
jede Gel ei ifiis des Kegels IC die beiden Fhehen Äv, 6 y in den namhchen 
II Punctea und fLighcli sind die /> haimomschen Mittdpunete p if.n (jrades 
des Sjsiems dpr v Funete m Be?iij, aut o ils Pol Pimote dei (i* — p) teil 
Polaie ^011 flu beide Fhüien &v &n JcJe Elene diiii.li a entlialt v Ge 
neiatiiten des kegele I^ und fo]j,lich i-/» BcKhei haimoniBühei MitteltJunete 
Die beiden ioigenannten PoIarflai.hi,n haben tlsu eine Cuive vptei Oidnmig 
gemein Abel awei getuiinte Phchen p tei Oidnung können nur en t 
Cuive /i' tei Oidnung gemein h^ben, und min kinn tolghch v.u\ >~^f ist 
flcMiessen dis die (i-— />) ten Polarflichen \on o m Btziig, itf Sy, S^ eine 
eineiige Fhcbe ausmichen Das heisst 

Befin let mtk tu ezaem riacheubttschel v ta Ordnwig ein li-cg^J, so 7-al 
du Scheitel dieses Kegels m Be^ug auf alL Fliehen, dea Busüida ditadbu 
Polaiflache jeder beliebigen Ordnung 

77 Es sei ein gef,ebenoi Pol, P eiie beliebige Ebene, a emei dei 
Puncte, m denen die Fnndamenta!flai,he F)i lon dem Stiahle t,ebi-linitten 
wild, welehei von a nach dem PunUe f von P gphf endlich n deijenige 
Punct deaielben btrables für welchen dis Doppelveihiltniss (ot>tin ) 
einen gegebenen IVeith A hat Dei vom Piinote o beschiiebene üit, wenn 
a sieh auf F\, beivegt, ist ofienbai eme neue Flache F j, der Oidnung v die 
dei gegebenen projectivact (koriogi ai hischj ist Die beiden Fliehen weiden 
lOD der Lbene P in ein und deiselben Ciirve j tet Ordnung geschnitten und 
haben ilso (iO) noch eme andeie Cuive dei >'(w — 1) ten Oidnung gemein, 
die int e nei FJjielie i^, ^ dci (f— l)-teii Ordnung liegt, die in Verbindung 
m f dei Elei e P une PI die Jl- Büschels (F;., i^V) bildet. 
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7 -SO] PI ß h riß!- 71 

D i] \ 1 1 llfciS ll'tthl Vev- 

1 It X 1 Idü t b Id El r 1 D t a' 

blb^ P tmR d h dtd 8t II d U t Fy 

Pt IPmPt}) bl WhlDi pel- 

11t (p)FlhFddh gl DEl (halt 

1 g g b Fl I r d 1 6 h! Eb P 1 1 K gel, 

d S h t I 1 gt d d D t d C PJ" t Für 

J=:10c^.fUt IhdPt b 11 tp m 

78 E P t d D l h tt 1 Eb P m t der 

tllflh BgfFD tPlfll a a 

B ^ i F F dffb ppt I dfllht uch 

P t d t P 1 fl 1 B i F d f 1 1 h uch 

(74) 1 tPlfl! B fjdEIhiB Uels 

(rF)U6k!itgb IdPlfll B tdie 

Fl 1 d g t B ! I 1 1 ü t d n h 1 t liten 

wdjg IhdlightFd t tlTgtein 

d D 1 1 Ip t W b k D pp Ip t rde, 

d d Fl b d h 1 d It d Eb P d zu- 

t t t U T g t 1 f Ig) b t D ppel- 

1 t 1 I t ^ g 1 1 d 1 D Fl h # g ht I d I die 

D I 1 tt d Eb P 1 1 t P 1 B ziig 

f F 

9 L t i bll d Fl ! _ P 1 vom 

Id -llt 11 blbj,PtfP llfet 'alil 

hdtF ä h _dPpso 

g b d -1 \\ tl d D Pt 1 h I { 9 p ) ä -1 11 !ien 

J' d d 1 gl d F II 1 Ih f t hen 

b VI 1 PI b f _ d b II d ! gl Et t be- 

ddh blb Pt ^— IFll'f^ bell, 

dlbEgbfthtl I jdPtdE t 

Nb-tb dPt _ dl IIP icte 

gltd ill ^_dhd Bl p t i^'mit 

r g t II g 1 f II I F t F mm Bo 

fllt h '? _ tl tPl-fll Bgfr mmeii. 

W d El) P f Ilt d b t F d 1 g om- 

Eb P 1 g t l t ht d ( p h 1 ri 1 ^ aus 

1 ml I Eb ( -ll I g ra 

S J n 1 b II d (4,8) d FI 1 -T dl lAd { -l)-ten 

Od d btl dd Ibtinir ghib ist. 
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72 Zineiter Theil [Caii, I-II. 

W mlli dFlIFddh denaelben Prnict a' gehen, 

m f n 11 ü t t er Titngenle vun F„ aii- 

nit D D pp 1 (K t } C t E nhüllenden besteht aus 

d ä ( -1)( -3J( -3) B ta g t 1 h on aus an F, lagen 

k dCidl ttltb d K''-l)(''-2) Osculier- 

d ({ ) 

D KglÄl litrl"« C dr y[v~-l)Aen Ordnung, 

d f Fl h (, — 1) t d 6 — d t n Polaifläclie von o — 

1 gt 1 1 ?■ d ! C ( -l)(i'-2).ten Ordnung 

hl d t 1 f PI h ( -1)( -2) t d g ) gt ) D t C 

tdOtdPtfwlh dPlIJ" F m 

fUtd fli jdmPtd IC dl 

md r hd dljimd Pflll h 

did (phdnh'?_ ddwtC t 

IdDhltt F liKhlldd _ D E 

h 11 d t f Igl h Fl t S d ( 1)( -2) t Od g 

SlljdmPtd gldOl dfOd 

f d f ig d F d f Igl h li h dl 

( _1)^ _2)( _ ) p ( Ih F b C 1 ii tt 

^ d d f d-flglFlhf^ mn dl It 

j d d 1 ( -1) - ;( -ä){ — 4J D h h ttp t d F mt 
d B ta g t w t t F amm f 11 d Fl h # D 

t P t 1 1 S II t ) p t d d w t D II 1]- t tu 1 
EhIllSll tl Ehildht C p dalcurvevonderOrdoung 
( -1)( - )( 3) d D pp 1 d d gHy---i)(y~2)(>'-d)(y-i). 

82 D 11 PI h ^ d h a Ib C der (i'-l)-ten Ordnung, 

die in der Ebene P Hegt, gehen, so ist die zwei Flächen ^[,_j gemeinschaftliche 
Cuvve und fulgiich auch die BerührungscuvTe zwischen einer ^t_j und der 
Einhüllenden S von der Ordnung (v— l)(v— 2). Unter den Flächen #i, ^ befindet 
h hd tPlflt BgfF ddBihg 

hSdg t Pltihh( -l)( - ) B t 

mtFgm d hf d dllBühgp 10 

1 d Ijdml Ptlll mlh F 1 h 

^ _ m dd dlttd Plfll t 

biih h h d tPIfl] dSDh 

( -1)C -2) d n h t ( -n t ( -2) t d g ^ haft 

IhPtk k wt Flhd( )tOdggh 1 

bühtSd tPlflhlg C d 1 tPl 

tlllgtD C tdOttPt II 

mm f 11 1 1 t P 1 fl h t 
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80-83.] Gemischte Polarn i hc 73 

Die erste Pol«i'flä,che und die Fläche S schneiden sich also noch längs 
einer aadevn Cui-ve') der (v— l)(i'— 2)(i'— 3) ten Oidnung In jedem Puncte 
derselben fallen zwei von der ersten Pclaifliche Teischiedene ^v—i ziiaam 
men, und folglich fallen dort auch zwei Flachen fv_2 ausimmen wo ^„_2 
die Fläche_ der (i-— 2)-ten Ordnung ist, welche dnrch die gemeiöschifthche 
Dui'di schnitte cnrve (u - IXi'—SHer Ordnung dei ersten Polaiflache und ^u-i 
hindurchgeht. Diese Curve der (w— l)(i'— 2)(j'- 3) ten Oidnung ist f Ighch 
der DnrcliBohnitt der ersten PolarflJiche mit dei Einhüllenden der ^y_2 
Diese Einhüllende ist also eine Flache S dei (y — ax^— 3Jten Oidnong 

Die Flächen ^^—i bilden eine ßeihe vom Index v~2 Dünn diuch 
einen beliebigen Piinct der ersten Polai-flache gehen v 2 >on dei ersten 
Polarfläche verschiedene Flächen ^v_2 denen ebenso* lele Flachen ^u^j 
entsprechen, die durch den nämlichen Punct gehen. 

Die Beriihrungspimcte der Bitangenteii sind also die Durchschnitte dreier 
Flächen: der gegebene Fy^ der ersten Polarfläcbe von und der Fläche 
8', der Einhüilenden der Flächen if(-_j. 



CA PIX EL IL 

GEMISCHTE POLARFLÄCHEN. 

F E 

F P 



Ty gleii-hzeitig mit K-, und dem fejsterae (£F„_|) demselben Lnschel i 
gehört , so mnas (75) die Polare P,- in dem Büschel c thalle se c 
durch den Kegel ffi.— ii der ersten Folariläche von 0' n Bez a t J 



1) Von diesen der Fläcl e S nd de e ten Polai-fläche gern ein schädlichen 
Curven trifft die erste P le Be iih ga^nncten der OsoiiÜorenden ; die zweit« 

in den BorQhrungspunoten de B tangente 
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74 Zwe'Unr Theü. [Cap. II. 

und das System {EFv_^ bestinimt ist, wo i'V-a die erste P la fl I 
o' ia Bezug auf Ft,_x darstellt. Diese Fläche Fv_^ bildet Gm I alt 
mit E die erste Folarfiitclie von o' in Beung auf die z n g t t 
Fläche (£P'i>_i) (74), Da nun in dem zuletzt erwähnten Buscl tl der Kegel 
■ffv—i niit dem Scheitel o yorkommt, so fällt (76) die Fläche P^j. mit der 
ersten Polarfläche von o in Bezug auf den zusammengesetzten Ort (£Fv_a) 
zusammen, das heisat, sie geht durch die Curve (w— 2)-ter Ordnimg, welche 
den Durchschnitt von Fy_^ mit 5er Ebeue E bildet (73). 

Weil Fv durch die Durchs chnitlscurve der Orte K^ imd iEF„_^{) geht, 
so fällt aaalogerweise die Fläche Pg mit der ersten Polarfläciie von o in 
Bezug auf (EFy_{) zusammen, und geht also durch die D nchschmttcuive 
von Fv_i lind der Ebene E. Die Fläche F,-, geht folglich duidi die Curve 
(><— 3)-ter Ordnimg, welche die erste Pulare von o m Bezug auf die 
fiuhei f,enannte Cuive £ii'u_i ist das Iieisst, Pjj geht duuh <3en Duich 
schnitt von Fv_ mit dei l-bene E 

Das will abei saaen, die liachen Pj^ imil P „ hiben eine tune 
(u— 2) ter Oidnung gemein, die m emei beliebigen iluich o gelegten Ebene 
hegt, und sind folglich em und dieselbe Fliehe dei (i^— 2)tcn Ordnung 

Min habe jetzt im Eaurae «-[-1 beliebige Punete 0,0 o , ,o(-') und man 
bezeichne duich Pj^ „ die eiste Polaiflache von o in Bezug aut Pj„ , mit 
i'üdj j die erste PoHifltclie von o in Bezig aut P,,, „ u s iv , so zeigt 
das eben bewie&ene Theoiem, mehifacli hiutei emandei «ledeiholt, dasa die 
PolailHohe Po„„ „{,,) die nimliebe Flache bleibt, m welchei Oidnuiig man 
auch die Pole öO,o', o(^) auf einander folgen iasit Setzt nnn letzt 
noch voiaus, d«s a dieser Puncto in einen emsigen a und die ubngeu 
/i-j-l— 1'= "' aich ebenfalls in einen einzigen Punct o' zusammeuzichon bo 
haben wir folgendes Fbeoiemi) 

Gegeben eim Fundamaitaißai.he Fv, dann fälit die p te Fi 7ia ^äi!ie ansa 
Pimetes o m Betsag auf die p le Polarfl&Jie eines andern Piiaetcs o mit 
der p ten Folarßäche von o' m Bemg cnif die p te Folmflfu-he von o numrmcn 

Solche Polarflichen heiasen gemischte Polaiflocben ^) 

b4 Wir wollen jef?t voiaussetzen, die p te Polaiflache von o m Bs.<ug 
auf die p te PoHiflache von o gehe duich einen I'unct m odei auch (S3) 
die /5 te Polarfl^ohe vou o m Bezug auf die p te Polaifliche von a gehe 
duich m Dinn geht nich cmer schon fiuhei (69) bemerkten Ei{,onBchaft 
luchdiü \(v-p)—p] te Poliifliche von m in t(/ig auf d e /i te l'ohifl ehe 
vtn diich oder auch (77), es gebt die n te Polaifiache \ jn o in Be 

1) PtuLCKBR, Uebei em neue'' Coordmateiv/item (Ciellos Jamnil, Bd 5, 
1830 S 34) 

") Man aelio des Veifasaeia Ablaudlung Sapra aLunf jtii^tiiim neüa teona 
delle ernte piane (Vnnab Ai Mitematicn, T S, Roma 1864) odu Ltiüeitmij, zu 
No, (.9 0, S 258 Im Oii^mal dei hüiodui-ione ist die entsprechende Ableitung 
fehlechsft. 
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zug auf ^ie [(y—p)~p'\-ts Polarfläche von m durch o. Wii' erhalten folg- 
lich den Satz: 

Gdit die p'-te Polarßäche von o' in Btzvg auf die p-te PolHrfläcJie von 
e durch m, so geht die p'-te PolarßäcAe von o' itt Bezug auf die (y~p—p ytit 
Polarßäche von m dwch o. 

85. Wir betrachten von Neuwn einen Punct ö, der fiii- die Fundamen- 
lalfläche o--faoli ist. Ks sei ein beliebiger Pol. Zieht man die Tiansver- 
t.alo oö, so füllen t der Piuiote ai,aa, ...,av mit J" auaamnien und dieser 
Punct vertritt also tr~p harmonische Mittelpuncte vom Giade f-^p; die 
p.tt PoIarflSche von o geht daher durch ö — so lange /Kit ist. — Die 
[(v— /)) - ((7— /i)]-te Polarfliiohe von Ö iu Beang auf die p-te Polarfläche von 
fallt (S3) mit der ^ ten Polarfläche von c' in Bezug auf die (i-— /;)-fe Po- 
lai-fläche von b zusammen. Nun ist aber (71) die (y-(T)-ie Polarflache von 
b ein Kegel mit dem Scheitel in ö und ö-ter Oidnung, und es ist folglich 
auch die [(v—p)—(iT—p)]-te Polatfläche von & in Bezug auf die p-te Polar- 
fläche von a ein Kegel vom Scheite! i) und (ir— /i)-ter Ordnung, Man hat 
alBO (71): 

M ein Punct & für die FundamentalßcichB a-faeh, so ist er für die p-te 
Polarßäche dnee beliebigen Puncles o {p^a)-fach, und der BmHArungskegel 
diexer Polarßiidie in ö ist die p te Polarßdche von o !» Besug auf den Kegel, 
der die Fundamentalßäche im Puncte J» bmührt 1). 

Daraus entnimmt man noch den Satz , dass die /j-ten Polarflächen 
sämmtlicher Puncte einer Geraden, die duich ö geht, in b den nämlichen 
Berührungskegel {a-p)-i&i- Ordnung haben. 

86. Die ersten Polarflächen zweier beliebiger Puncte a, a' in Bezug 
auf die Fnndainentalfläche F^ schneiden sich in piner Raitmcurve (y — l)^-ter 
Oidnung. Da jeder Punct derselben in beiden ersten Poiarflächen liegt, so 
geht beine Pülarebene sowohl durch o als durch o' (fig); folglich habeu wir; 

Der Ort der Puncte, deren Polarebeneii durch eine gegebene Gerade 
oa' gellen, iit eine Raumcurve {v — I)2-il«- Ordnung. 

Da die Polavebene jedes Puncfes dieser Curve durch die Gerade oa' 
gehl, so geht auch die erste Polaifläche eines behebigen Punctes der Gera- 
den durch diese Cui*ve. Folglich entsteht; 

IMe ei'stea Polarflflchen der Punote einer Ge/raden bilden ein Büschel. 

Die Curve (v — Ij^-ter Oidnung, die Basis die^jes Büschels, nennt man 
die erste Polare der gegebenen Geraden *), 

87. Die eraten PoIai*flächen dreier Puncte a,o',o" haben (w— 1)3 Punete 
gemein. Die Polarebene jedes dieier Puncte geht durch o,o',o". das heisst, 
jeJpr dicicr (y— ] )J Piuicte i?t der Pol der Ebcni? oo'o". UmgHkehit geht 



1) Für dio Theorie dtr ebenen Ciirvcn 
1 unzureichenden doi' Sinleümuj, No. 73. 
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die erste Pularfliclie jedtt Pui efet, d ese JLeie di tli | leii 1 i h yui 
(v — 1)3 Puncte, daa heis t 

Eine beliebig'' Ebene Inf (jj— l)» Pde wlü c <lu gemeins ha/tttÜKn 
Dw chadaiittspwiiLie alhi asten Polaijiächai iiid, deten Poh Punitt jener 
Ebene iiind i) 

Oder auch 

Die eisten Polaißüüun liei Punete einei Ebene bilden (in NHfi 

Denn suchen wir in der geg(benen Ebene cmen Pj! dessin e[i*e I^o 
larfl iche durch einen wiUkuihth im Eauine angeuoinmenen Puiict m gett, 
so ist der Oit des Poles die Durchs ehnitta^erade der gegebenen Ebene mit 
dei Polaiebene yun ni, und fulghcli (86) bilden diejenigen unter den I ulaiflichen 
dei Puncle dei ge5,ebenen Ebene, wekhe dmch ni gehen, ein Busche! 

83 Ans dem eben Aufaeinandei gesetzten lulgt 

1 Duich diei Pmiete geht nur eine einzige PoUrflache Dei Pol dir 
selben ist dei Duichschnittspunct dei Polarebcnen der diei gegebenen Puni-te 

2 Die eisten Pdaifliohen, die dur(h anei ieete Pnucte gehen, bilden 
em Buschei , das hueat, sie haben eine Cuive (c — I) ter Oidniing gemein 
die duich die beiden gegebeneu Puncte geht, ihie Pik hegen auf der 
DmchBcbmttsgei'adeu dei Polarebenen dei beiden gegebenen Puncle 

3 Die eisten Polai-flachen, die durch einen festen Punct gehen, bilden 
ein Neta, haben also (u ])8 Puncte gemein den gegebenen eint,eschlu=36u , 
ihie Pole hegen aut dei PuUiebene des gegebenen Pimctes 

4 Die Pisten Polaitlaihcn alki Puncte des Raumes bilden tm Intaies 
System im enf,eien Sinne das heisst dritter Slnft ^J 

\ier erste Puhrflachen genügen alle andeie iU mdividualisieien, sobild 
sie Hill nicht demselben Büschel oder demselben Netze angehoieu Denn 
hatte man ivnklich vier eiste Pohiflichen Pi,P-,,Pi,Pi gegeben, deien Pole 
wedei in ger'ider Linie, noch in deisolben Etene hegen, und man voJajigte 
diejenige Polarflache, nelche du eh diei gegebene Puncte 0,0 geht, so 
hatte man tolgendcimassen i-u ^eifahien Die rkchonpaaie PiPi,PiPi, 
PiPi indnidu%!si6ien drei Büschel, die Ihchen, welche diich a gihen 
und bezuglieh zu diesen diui Buschein gehoien, cizeiigeii ein Netz, die 
Flächen diese» Netzes, die duich o gehen, bilden tm ISuschcl m nelchem 
es nur eine einzige Flache gibt, die duich a geht, diete ist offenbar 
die ^ei langte 

89 Im Allgemeinen besitzen die Pkclien eines lineaien fejstems keine 
Puncte, die allen Fliehen gemein s nd Wenn j.bei jiei eiste PolarÖachen, 
deien Pole nicht in ein und deiaelben Ebene hegen, dutch den nämlichen 
Punct gehen, so gehört diesei allen eisten Prlarflichen an und ist fhr die 
Fundamentalfl tche ein Doppelpunct Denn, da die Polarebene dieses Punctaa 

1) BoBiLriFH, a a 

-) Wo Bir im Folgenden \ on linearen Si^temen spiedien, \cr teben nii ''tet-' 
wenn nir keine andeie CiUarung abgeben, solche drittec Stnfe 
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duich jeilen bei eb gen Punci les Raiimea gehen kann (b') ^o ist s e mbe 
stimiit iiid iaaiiseileni die erste Polarflache dieses Piincte= di ich ihn 
selbst hin luichgehen ma^i so gehört ei dei Fundiraendlflad e ai folg 

l^h 11 s w 

Haben im Allgemeinen Tier erate Polarflachen deien Pole n cht in der 
selben Mene liegen enen c fachen Punct 6 gi,meni =.o ist diesei auch für 
jede andere e sie Polaifliche tr fach wie sich aus dei A t de Ableitung 
diesei Polarflachen au^ den ^lei gef,ebeLen (88) u n mit teil ar eigiebt Die 
erste Polaiflacle ■i n Jr niuss diiich ü gehen also geh it diesei Puncf inch 
der F^nclament1lfl^Lhe an Ausseidem gehen (&j> die eiste zweit:, , 

(ff 1) te Polaiflai-he j^dos beliebigen Punctes de? B^llmeB in Bezug auf eine 
beliebige dei Toigenannten er&ten Pols flachen duich ö odei mit andern 
Woiten die ?neife dutte trte Poluflache eraes beliebigen Punetes 

des Baumes in Be:äug auf Fi, gehen durch ö Daiaua folgt dass die 
(i;--3) te (v— 3)te, (v— o-) te Poiaifliche des Punctes iiibestimmt 

sind da sie duich leden be hei igen Punot de'« Baumes gehen können, die 
(i,_-ff_l)te PolaiflachL des Pmctes b ist ein Kegel (tr-^-n tei Oidnung 
Polglich K\ \> (71) ein fff-f-l) fachei Pinct fui de Fundamenlalflaehe 

Diese« Thtoiem kwn man a if inleie Weise kloi machen Angenom 
men die j-ten Pulaiflachen aller Puncte des Eiumes bitten einen gemein 
sei aftlicl en Punct t so geh iit dieser i ich der ir ten Pohl fliehe le'; Punctes 
selbst an und also aich der rinlaraenfilfl che Dei Piintt B hat femei 
eine (y—a] fe Poliifluhe die dn ch jeden beliebigen Punct de« Raumes 
gehen I ann und also unbestimmt tit Die (v — a— l)te Polaillaeho \on 6 
ist toighih ein Regel mit dem Scheitel & und es ist "c ut ö cii ((r-[-l) tnchei 
Punct dei Fundaraentilfl che 

W Man setze jetzt loiius de ff te Ptltrfl^che eines Pui ctoi, o habe 
einen ff fachen Pinct o Nun gehen die (/- -f-ij te (/»-f-S; '^ (/'+<'- 1) 'i- 

Polai flachen von a sammthch durch o uni folgliih (62) gehen die (v~p) te 
(w— /)— l)te , {v 0— (7— I) te Polaiflaohcn lon o sammthch durch a 
Aussei dem geht (85) auch die i^ te Polaiflache (> = 1 2 a l) eines be 

lie! Igen Puni,tes ni ni Bezu^ auf die /j fe PolarfliL.he von o (ff— ui) mal 
durch und daraus folgt (84) dass die i? te Polaiflacbe ^on m in Bezug 
auf de {v—p—'>t]ie Pularfliche \on o duich o geht Danach ist (S9) der 
Puna iui die (k— ^— ö) te Polaiflache von o ein (tZ-f-l) facher Punct und 
geben wu iS seinen grossfen Weith, so eihalten wu aus Allem den Satz 

^enn du p te Pilaßihf et es Pmctts o einen a fachen, P im-i o h it 
so i6t umgekehi o /ui die (y—p~a-\-i) te PolarMche von o em afiiiChf-r 
Punct 

91 Die p te PoIaiflai.he einei Punites o genommen nich dei p ten 
Polaiflacbe eines andem Puictes o möge einen <r fachen Punct o la 
ben das heisst die /? te Poliifliohe von o m Beaug aiit die o le Pda 
flache lon o h ibe den o- lachen Punct o "Wenden wir nun dis ebei (9ül 
leiienene Tht lem luf flip / le P laiflube t n o ah Funiamcntalfliche 
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betiiciitct in •<< irgibt silIi, das', die (v—[ ^p.-a-\-\]tc PolaiflucJie von 
in BeiUg ut diB p te Pilmfliüie ^oii o eiiiui o tichtii Pmict m a 
hat Folglich gilt äei Satz 

Hat die p te Polaißäche einei Fundes o' in Bexug nuf die p te Polm 
^^e emes and&n Punctes o einen afacliea Fand o', en hat umgelehrt dm 
(v—p—p — ff-|-i) te Fol/m /Idf/ii" ton o ' in Bezug auf die p te Polas-fläoh ton 
einm ajachen Punit m o 

'i2 Wu haten gesehen {09), d'jss die Qiiadiipolaifldclie emes pnrabo 
Iiathen Panctes der riindimentalilache ein Keg«! iit dei die entsprechende 
Wendeebene beruh it, und di'-s ^le Beruhrimgsgeneiatns die Oscnherende mn 
Fy m ist Auf diB=ei Geiiden befindet sich dabei der Scheitel o des 
Kegels Wenden wit nun luf die beiden Pnncte o, einen trüberen 8\tz 
(30) an, so folgt, weil o ein Duppelpunct fui die (f— 2) te PohifliLhe von 
o ist, dass die eiste Polaiflacbe von o einen Doppelpunct in o hat Wir 
haben so den Satz 

Ein pmaöohschei Pwicf O ist fta jede erste Polarfläche eai Drippelpunct, 
deren Po! auf de) Geradem hegt, welche die Fiindamailalßijre 1 1 osndiert 

Hat em Punct o welehoi dei Fundamentalflaolie angeliort, einen kegel 
als Quaciupolai fliehe so ist ei entwedei em Doppelpnnct oder em pirabo 
liBoher Punct Ton Fv Denn, hat dei Polaikegel seinen Scheitel in a, so 
ist dieset Punct fui die rundamentiMicbe ein Dop[ elpimct (71) Ist dagegen 
der Scheitel em andeiei Punct a , "lo rauss od , weil die Quadupolarflaehe 
von o in diesem Pnncte die Pnndimentalflacho beiuhien soll, die einzige 
ßerade eem, die m a oscnheit, das beisst, o ist ein paiabolischcr Fimct 



CAPITEL IIL 

ENVELOPPEN DER POLÄREBENEN UJ^D ORTE 
DER POLE 

93 Wn wollen jetrt die Enyeloppen der Polarebenen der Piincte einer 
Geraden ? in Be^ug auf Fj, za besticniaen ^ei-^uchen l'ie PuiaiebeKen, 
velehe dmch einen beliebij,en Punct t gehen haben ((>2) ihie Pole aiit dei 
ersten Polaiflacbe von i welche r m v—1 Pnncten schneidet, dna heisst, 
durch I gehen v — l Ebenen, von denen jode einen Pol luf r bit, die ge 
suchte i-nveloppe ist folglich eine Dei eloppable (i'-— 1 ) f er Cl i=se Wir 
geben ilii den Namen (i' — \) ic Folarßajie du Gciaden i 

Wemi die eisle Pulaiflache von i darch ) berührt wird, bo fallen zwpi 
von den v — 1 Ebenen, die durch i gehen zusammen, und diesci Pimot gt 
hört alsL du Ucieloiiiablcn an Fnl^luh ist de Fintlipn- di PHsi 
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ebenen i^oi Pimcte von > tjki Jizeil g tl. i Oa dti l' I^ t1ei eiste» PJii 
flidiBii, «eiche » ijeiuhien 

Ist * eine beliebige Geiade so bilden die ciiteii Pjlftrflaclien dei Piincte 
von t eiu Buschtl (8b), m welcbem bekaniillidi 2(v-2) Placbeii etistieien, 
die eine beliebige (jeiade, e B r, beiuhicn Folglich enthilt t 2(i'— 2) 
Pimcte de' geauchleti Ortea und wn hiben also den Satz 

Dil. (V— 1) te Poka^äi-hf. ton r wi «n« Deve!oppable 2{v—2) hr Ordnung 

Ist m ein Punct auf r, so haben die eisten Pokiflichen, i\elche i in 
m lemhren, ihrcPole auf einei Geiaden m, dei Geneiatiis der Devebppa 
blen, die wir betiachten Ist analog m' der Piinct von ), dei aut tu nn 
mittelbai folgt, so haben die eisten PiJaiflachen welche r in tn' beiuliien, 
ihic Pole ^uf der Geraden m', der auf tu. unmittelbai folgenden Geneiatnx 
llie erste Polarflache, welche ) m tu oscnliert, hat folglitji ihien Pol m dem 
Pnncte, m welchem sich m nnd m schneiden, und es ist also die Cu'jpidal 
ume dei Dei elopiiiblen dei Oit dei Pole deijeuigen eisten Polarflachtn, 
welche r osuiheren 

In einem rUchennetze ("-Ijter Oidnung gibt es 3(f— 3) Flachen, 
«elcbe eine gegebene Geiade oaeuheren (751 Nun ho^en, wenn die Flachen 
des Netzes eiste PoHiflichen m Bezug auf F^, sind, ihie Pole in einei 
Ebene (S&), eine behebige Ebene enthalt folghch ^{v-Z) Pimcte deien 
eiste Polaiflachen r o^cuheien, das hemst Do Cht der Poh d&r asten 
Polaifl&chen, die ton ) osculteil weiden, tat «ras Paaincui vp 3(v B) tei 
Oidnung, welche die Eui,kkelii kante dei obeneiwahnten Developpablen 
bildet 

Da ein ebenci Schnitt dicei De-\ eloppablen von dei Oidnung Sfi"— I) 
und dei Clause v—\ ist und 3(v— 3) Stiitztn hat, so besitzt ei 2(v— 3)(v~i) 
Doppplpnncte, das heiibt 

Der Ort dei Pole dei etilen Polaiflachen, die r i» ^iwa verschiedenen 
Puncten beruhen, ist eine Saanmcne 2(i'— 3)(i'— i) («■ Ordnung, sie ist die 
Knotencime der faetiacbteten Developpiblen 

Auf die nämliche Ait beweist man, dass die Enneloppe der Polo) ebenen 
der Pimcte einer heltebtgeii gegebenen Cw te ß fei Ordnung eine Deieloppable 
der fi(v—l) ten Classe ist, d%e man auch ais Ort dei Punete auffassen lann, 
dmeu erste Polar1lachi,n die gegebene Cwn.e henihen 

94 Wir weiden jetzt die (v— 1) te Polaiflacte einei Plaohe von ge 
gobonei Oidnnng ß betrachten, dl? heisst, die Dnveloppe der Poliiebenen 
dei Punete diesei llache Die Ebenen, welche dincli eine beliebige Ge 
lade t gehen, haben ihie Pole (86) lut emei lUnmcune {v—Vt^ tei Ord 
nnng, welche die gegebene Flache jn /((v— 1)2 Pnnoten schneidet Die g« 
suchte Enveloppe ist also eine Fhehe dei ß[v~l)^ ten Chsse 

Fallen z«ei lon den ebengenamiten ;u{v— 1) Puncten zusammen, 'jo be 
ruhit ( die Flache, um die es sich handelt, und wenn folglich z«ei Geladen 
i, (', die duich denselben PunU i gehen, zwei Cunen entspiechen, welche 
die gegebene Phche m demselben Pimcte i lieiuhien, '.o ist i' dei Pcl dei 
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Ebene W, und d Eb b I t 1 Fl h J /«( -1) Od g 

in t. In dioseii Fllbüh b ä tPifll^Pt ä 

sie beide Raum tl alt 1 g g b Fl ! d wi I b Is 

Bk Ewdopp ler P l l) let P ei g geh en, Fl 1 

gleichseitig der O h P deien t P l flaci l eg b Ftä k 

■ herUhren. 

Die (i'-l)-t P 1 fl 1 Eb t n h 3( - ) t 1 

niing, da es in B h ! Fl I ( -Dt U 1 j, { - ) g bt 

die eine gegebe Eb b h (41) 

95. Wm tlOtdPllT Ib gb 
Fläche /i-ter Cl ?Dh bllgC i gb Tg 1 
ebenen der geg b Fl h 1 h P 1 tl h f I Rs 
(v_i)2.tei- Ord g h b w 1 h d t P 1 i b Id t (86) D 
Cnrve hat /iC^-l) DIhttptratd IfOtdd 
die Anzahl der P 1 Lb t I h t t f I 1 ! 
Flache vo de / ( — 1) t Od g 

Ist ; B ne T t d g b PI h f 11 j 11) 

e z sa nmen d 1 1^,1 1 1 t d F 1 b d t P 1 

i ^t ( 1)J B dl p t t d t m d h h d 1 

Und ve n zue C d ( d 1 1 P t I g b Fl 1 

be h en 60 be ! & \ t d t j h d Ea d 

t D de anl h ( -1) P t d d 1 b d C gl h t 

a f der e ste P 1 fl h 1 P te 1 d d ( -!) P 1 d 

Ebene « eben IBh i hlmOt dd t 

Pola fliehe des P t d h t 

Dei Ott der P h d Tg Übet ei j g im Flach is a 1 
de E elojie lei I PI ßikh der P cl d gffhen Flieh 

Jede Eng h IH 1 t mt d Ehud ( — 1) B h g p t 
welche d e Pole lEb dddggb Fll dPld 

Engebullten be h 

Die erste PlflhdPt IltdOt C 

ß(v~l)2.tei Od gwlh ffb 1 0-td Pldj g Eb 
ist, die man du h [ k d d g b Fl 1 b Ih 

das heisst derTgtIb d KglmtdraShtl wlh d 

gegebenen Fläcl gib t 

Der Fläch ( — 1) t d g d 1 10 d 1 E 

loppe betrachtet gl i N m ej ( P laßäah d j g hm 

Flä^e. 

96. Die geg b Fl h j t t d 1 pp b ! 1 1 t Cl 
Man sucht auch f dUtdPih I^ 1? Dl 
einen beliebigen Ptk Tglb dggb D 
velüppablen leg d Eb h b I ( — 1) P 1 11 ( 1 t 
Polartläche von dd Pt db IPllOt D 
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gesuchte Ort ist aisu in diesem Falle eine Eaiimcuive dei' /i(i'— Ijs-ten 
Ordnung, 

Liegt auf der Deyeloppablen , so fallen zwei von den /i Tangential- 
ebenen zusammen, und foiglich bei-iilut die erste Polarfiäche von o den Ort 
n (t— 1)' Piincten. Der Ort ist daher auch die Enveloppe der ersten Polar- 
flachen der Puncte der gegebenen Fläche In dem Sinne, dass die gefundene 
Curve von der eraten Polarfläche eines beliebigen Punctes der gegebenen 
Developpablen in (''— 1)^ Puncten berührt wird. Dieselbe Cui-ve wird von 
der ersten Polarfläche eines beliebigen Ponctes der Eiictkehrcurve der De- 
veioppsblen in (!■— 1)* Puncten osculiert, und von der ersten Polarlläehe 
eines beliebigen Punctes der Knotencurve derselben Developpablen in Sti"— I)^ 
Puncten berührt. 



CAPITEL IV. 

ANWENDUNGEN AUF DEVELOPPABLE FLÄCHEN. 

97 "W wollen jetzt ai e! mei d e F dan entalfl che F sei eine De- 

vel ppable o der dnnng p d de Classe /i m t tu Doppelgeneratrixen, 

öitatonie Geneatisen e ne Lisidalca e >' e dnitj,, die ^ stationäre 

1 a Doppell unote I es tat i e ner Knot c ve vo de Ordnung ?. Es 

se 1 sc dem 

a d e Z n de stat ona en Tangcnt alebene 1 

)- 1 e Zihl le B ti ^ent alebenen von F (das he s t ier längs zweier 

get en te f e at xe be ih e den Ebenen) 
öde Zahl ie ( adei d e man on e nen bei eb gen Puncte so ziehen 

lann d s e de C ve (k) zwe mal t eften 
^ d e Zall der Ge aden d e gle chze t g a e ne bei ebigen Ebene und 

ne T ngent alebenen on F 1 e^en 
^ d e Gl BSC der d jjeltbe h e de Develo] pabl Ier Curve (v); 
j: d e Zal 1 le Te aden velcl e du ch e ne bei et gen Punet gehen, 

ni de C ve ( ) zve Pu cten whne len 
^ d e Zall le Pu cte der C ve ( ) du ch weicl e Gerade gelien, 
welche diese Cuive anderweitig beiuhien. diese Piiucte sind für die 
Curve {$) stationär; 
T die Zahl der Puncte, die in drei getrennten Generati-isen von J 
liegen: diese Puncte sind offenbar für die Curve (f) dreifach. 
Zwischen diesen Zahlen haben wir (10, 12) die Gleichungen: 

Cbluoba, Oliarliächcp. 6 
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^ = v(.-i)-3(a + ö')-3A 

3/)-ö = 3A' + >'-a = 3v4-/i-;J, 

welche aeO a unabh ngigen Eelafionen gleichgelteD Wir wollen letzt drei 
ande e Gleiühungeii bestiramen welche zui Bestiniinung -von irr dienen ^) 
98 Es sei ein willkuilicher Piwiot Jede Ebene die duiet a geht 
schneidet dann F in einer Cmve l von der Oidaung p unt dei Cla^e ß 
mit f+iu Doj^elpmeten und i'+ö '^üllstind'ipuncten ("9) Dieselbe Ebene 
achneidet die erste Pokifiacho lon o in Bezig int F m euer Curve der 
(p—l) ten Oidnui^ welche du eh die S-\-oi Doppelpuncte und die "+0 Still 
standspnncte v n l hind irchgeht In diesen letzten Puncten hat sie mit 
der Cuive l dieselben Tangenten^) Darvs folgt daas die Cla«e der 
Cmve l gleith ist 

da üieies die 7ihl dei Tangenten ist de man von o in scenannte Ciive 
ziehen kann Diese Tingenten sinl aif der Scbiittebeie die Spu en der 
Tangentialebenen loii > die duich o gel en Die erste Polaiflaclie ', a a 
m Bezug ait If schneidet dahei F hngs der beiden Curvan (?) (i") längs 
dei (u+ö doppelten und atationaien Generatriien und längs der Beruhiing? 
geneiatrixen der /i Tanguntial ebenen die diuch o gehen 
Die O-leiLhung 

zeigt, dass bei dem voHbtandigen Diirthschmtt ^oni^'und der ersten Polar- 
flache die CuivB (f ) und die la fieraden zweimal zählen, w 1 lond d e Carve 
{f) und die S Geraden dieimal au rechnen sind. Die namlche Gle ching 
las&t erkennen, dias dei timgeschii ebene Kegel mit dem Sei e tel o ans den 
fi fangentj ilebenen , dem Peispeotivkegel d C -r ( ') 1 gez Mt 

dem dieimal geieolmeten PeiepecliTkegel d C ( ) d den w-^O 

Ebenen zusammengesetzt ist, welche dui h d d pi It I d tit oniren 

Geiaden hindurchgehen, lene zwemial ui d d d ra 1 g 1 It 

09 Ist die schneidende Ebene, die wi d 1 1 gt h b eine der 

ju Tan genti lieb enen und ist t die Berühr g t d m d Punct, in 

welchem i die Cune (v) beiiihit dann h It d b h tt Z d Developpa- 

1) Cfr fewM B Geomtry or Iktec dm ( 1) 1 g 455 u, tf., wo 
aber die S ngulantlten lu &, a , f nicht baa h t ind B 1 lg den Unter- 
auohung wurde der Veitaa^er duich den K h d H rr C d Zeuthes 
unterstütst, donen ei hierdnrcli aeinen herzl h te D 1 p ht 

2) Liiikt/mj, No 71 
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97—100] Anmndungen. au/ deedoppable FlSahsn. gg 

blen F (13) in m einen drcitaulieii Piiiict mit drei Zweigen, welche v )n cIbi - 
selben Tangente t beiubrt werden Die eiste Polaieuive von o in Bezig 
aut l hat also in m einü Spitze mit der Tangente (, und die /weite Pohr- 
crave von o in Bezug auf die ndmliihe Curve / geht durch m und wird in 
diesem Functe \on dei (jeiaden < beiuhtt Folglich ist t in tu langente 
der zweiten Pclaifliche von o in Bezug ant F, odei auch 

Lhe xwette Polarftä. Ite axee hAebtgen Ptmcfes o in Btzug auf nne 
deieloppaile Fl-klie hervhtl die Cuspidahuite m den Functm, v,o diese lon 
Ebenen osculmt viiid, welche djiich o gehen 

Dei Schmtt l ist aus dei Geraden f zweimal genommen und einer 
Cur(e (p — 2) tei Ordnung zusammengesetzt welche von ( m ni leiuhit und 
in andeien p — i Puncten gesohnitten wiid — ee sind diea die Puicte, in 
denen die Cuivo (f) von der Ebene ofborihit wjid — , diese Punote sind 
für l diaifich, also geht duich sie auch die zweite Polaicuive von o in Be- 
zug auf /, wir haben also 

Zhe zifGjfc Folar/läche eines hdiebigea Poles a jw BeiMg auf etne Deve- 
loppable bentkt die BeniJitungsgeneratrvx, jedei Tangentialebene die dwli o 
geht, m dem Funde, wo sie von. dit Cuspidcdctii ve heniJitt tn/id und i,rhici 
det sie tn dni Pwit-ten, teo tte die Kaotenaurve trifft 

100 Es fcei letzt ( eine dei ^ stationären Geneiatrreen und ni der Be- 
luhiungspunct zin^chen t und der Cmve (") Man lege die Ebene Ol bis 
sie # schneidet, dann besteht dei Schnitt l aus der Geiaden i zneimil ge, 
nomrneu und einer Cuive l lon dei Oidnung p — 2 und dei CUs'.e ß die 
in m mit t einen vierpunotigen Contsct hat, weil f m diei unmiltblbii lol 
genden Tangentialebenen hegt, und mdn also ^on einem beliebigen Puncte 
von f ans /<— 3 lon i leisehiedene Tangenten an den Schnitt le^en kinn, 
i reprasentieit dahei diei unmittelbar folgende Tangenten von l Die Ebene 
Ot schneidet die Cune [v) m anderen f — 3 Punaen und die andeien btatio 
«arpn Generatnxen m ö— 1 Puncten, l' h^t also f+Ö — i Spitzen Diese 
Curve hat folgln-h 

Doppelpuncte (10) Dieie Puncte gehörea der Linie (^-\-<u) w von den in 
le n Du hsc n tspuncte de LI ene oi n t der Cu ve (f) si d o G 
d G Du ehschn ttfij u cten zt, sehen l nd ( ve em ^t nd f Igl ei 
falle 1 e Ire üb gen n t m zusamn e D e ebe e wal im p 6 P n 
snlfu deC Te(f St 11 tand pnncte wel jedem de selben zwe un 
m elba folgende Generatr xen — a\ asent e t du eh d e sta ona e C e 
ne at en o emer n cht folgende C ene atr x gesc! n tte» e den 

bch e det man F du ch de Ebe e wel henmee vej cge 
Contact mt de Curve ( ) hat so I e steht de S intt i ais de C e aden t 
denal gezahlt und e e Cu e /> 3) te O d g und 1 e Classe 
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84 Zmiier Tkeil. [Cap. IV_ 

folgenden Tangentialebenen liegt, von denen die eine die Ebene der Curve 
iat, nnd folglich ewei unmittelbar folgende Tangenten dieser Ciu've darstellt. 
Die Ebene schneidet die Curve (") in weiteren i"— 4 Puncten und die übri- 
gen stationären Generatrixen in ^ — l Pnncten; die Cnrve (/>— 3)-ter Ordnung 
hat also v-\-d — 5 Spitzen und daher 

i[{,'-3)0'-4)-(/-'-l)-3("+ö-5)]=f + ü.-3/i+U 
Doppelpuncte. Die Ebene hat also mit der Doppelcurve einen vierpunetigen 
Contact in m und einen dreipunctigen Contact in jedem der p—% Durch- 
achnittspuncte von ( mit der ebenen Curve (/)— 3)-ter Ordnung. Folglich 
haben die Curven (v) und {?) in m dieselbe Singularität, das heisst, 
dieselbe Tangente ( mit dreipunctigem Contact und dieselbe Oscnlations ebene 
mit vierpnnctigem Contact. Die stationäre Tangente t trifft die Curve (f) 
in /<— 6 stationären Panoten, nud die Tangenten in diesen Puncten liegen 
in der Oscnlationsebene von m. 

Der nämliche Punct nt, in dem die Curven (i-) und (?) von der sta- 
tionären Geraden t oBcnliert werden, ist flir die Developpable F dreifach, 
weil eine beliebige Ebene durch t F ia einer Cnrve schneidet, die mit drei 
Zweigen durch m geht, das heisst, jede Gerade durch m hat hier einen drei- 
punctigen Contact mit F. Die Geraden , welche in m mit F einen vier- 
punetigen Contact haben, liegen in der Osculationsebene , das heisst (71), 
der Berührungskegel von i^ in m reduciert sich anf diese Ebene dreimal 
gezählt. Es folgt noch (85), dass die zweite Polarfläche emea beliebigen 
Poles in Bezug auf F durch m gebt und in ihm jene Ebene zur Tangential- 
ebene hat. Ausserdem bemerke man, dass jeder Punct, der der Geraden ( 
und der Curve l' in der Ebene oJ gemein ist, für l dreifach sein muss und 
also auch in der zweiten Polarcurve von o in Bezug anf l hegt; folglich hat 
die Kweite Polarfläche von a in Bezug auf F in m eine vierpunctige Berüh- 
rung mit t. Man hat also: 

Die maeite Palarfläche eines beliebigen Poles m Bezug auf eine Deve- 
loppable hat einen vierpunetigen Contact mit der Cuepidalctirve wid mit der 
Knotencjerve in dem JPmicle, in dem diese Curven von Jeder siationärm 6ene- 
ratria: oseuliert merdea. 

Die jo— 6 Puncte, in denen ( die Curve (f) trifft, sind Sit F dreifache 
Puncte nach dem nämlichen Eaisonnement, das wir schon für den Punct m 
angewandt haben; daher geht die zweite Polarfläche von a durch diese 
Puncte. 

Wenn r einer dieser Puncte ist, in denen t von der Geraden geschnitten 
wird, welche liie Curve (v) in n berührt, so ist der Tangentialfcegel von F 
in X ans der doppeltgezählten Osculationsebene der Curve (v) in m und der 
Oaculationsebene in n zusammengesetzt. Die gemeinschaftliche Gerade dieser 
Ebenen ist die Cnspidaltangente der Curve (?) in x, und durch sie geht die 
Tangentialebene in e der zweiten Polarfläehe von o in Bezug auf F; also 
zählt r für drei Durchschnittspuncte der Curve (?) mit der obengenannten 
zweiten Polarfläche. 
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100— IUI] Anwendung n au) defloppable Flauen g5 

10] Es Rtei jet^t t piiie (iei <u Dopp eigenen tri xen m m ihre Berüh- 
lung'pixncte mit der Cnive (i-l, und man wende aaf sie die-^elben Betrach- 
tiingen aa, die nu fiii eine btationaie üeneiitnx durchgeführt haben. Die 
Ebene o* giht hiei eine Cuive 1 von dei Otdnung p — 2 lind der Ciasae ß 
mit u-fff— i Sptzen, a,Uo mit 

i[(/'-3)(/=-3)-,K-3(i. + ö-4)] = f+ö'-3/.+9 

D pp li t d -1 d — 1 d D pp lg t lg 

1 J d d f /'+10 d I t I D C M t 

jldPt m dj gCttllGd 

P t Ib f I d T g t 1 1 1 gt d f Igl 1 1 U 

d/Tgt l A mllbigPtji 

gh yml d ip mLflgtd 

1 i d p 3 3 P t t fi laiS 1 t 1 D pj lg t * 

1 d t ^-S )f li & t D Fb h t f Igl h m d 

K t SO*— )Dhlitptd cl bg 

tioSPt t d dCDhltpted d 

dd ilPtntnt mtlllAlLt mdm 

1 j tg C t t mtd C (f) 

D dfhPint F t ghtd tPlflh 

Bf, fi^dhmi d htd wfPlDI 

djdgm hflhPt t dZfd 11 dg Dl 

httdEb initFdifhf 1) t Ctatmt 

D CdhtbmdmPt wpintgBhgt 

d C () d dp tgmtd C (Jflglhhtm 

Die F l fläeh es hl b gm P ictea Be~ g f D 

l p% bl g Tii d h dt B ilh g p nctP dei Ca-p dalcurv h Dopp I 

t gen 4 hol d db w p tqBiSqtt^ieC I 

map g mit de K teaaa 

D />-8 fUFdfhPt d d i 

h d t d 1 d C ( 1 D rt Ij- t I t d Th t 
h \ t ITgtdC i) gtff d wd 

dtdC ) dbd&dbahtlgd 10 

It b iOlt b mdmldtFlglh 



DdC lim gbs.l''i'i ■'^ 

}: m i i dfhP IhbdTg d 

()hd mlldTs m dihbP 

dunP ntAlb d blbdl IgtEb 

^ gteShhd? d dhdSpdO 

I ddd dpdCl b mb 

dFfldm 11 Sp d b.p d 

tegil dfllhb dCiu(jd d Dp^lg 
h 1 C ( ) d h m 
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36 Ztüeiter Thdl. [Cap, IV. 

stelif jeilei I eijer p—'^ Pincte znei D irthschnittspuncte der Kiiotenoiirve 
mit dei aweiten lolaifl übe von o dai 

bpfineidet min die Flache F dnich die Osoiilationaebene der Curve {") 
in nt Bo besieht dei Sohnitt l aug der Geraden t, dreimitl geDOtmnen und 
einer Ciirse (/>— 3) tei Oidnung md (■'—1) ter Classe mit /i + C— 5 Spitzen, 
weli-he mit i in in eine zweipunctige und in m' eine dreipunctlge Berührung 
eingeht. Diese Cnrve hat also 

}[(/>- 3){,.~-4H(/<-I)-3(v + Ö_5)] = f-|-«'~3/>+ 14 
Doppelpimcte, von denen f— 3^ + 15 der Knotencnrve angehören Die andern 
Diiichachnittipnncte dei schneidenden Ebene mit der Curve (f) sind die />— 8 
gen-innten PiinUe, jeder dieinial gez hlt, und die Pttncte ni, m zusammen 
tls 9 Puncte gezahlt, naJnhch m sechsmal und m' dlelln^l Die Ebene a]«o, 
welehe die Cane ('') m ra oeculieit, hat doit einen sechapunetigen Contact 
mit dei Cuive (?) und insserdem mit dei^elben Curve einen dreipunetigen 
Contact in p—1 andern Puncten, von denen emei in' ibt 

102 Es «ei jetzt m ein Doppelpnnct der Cuspidalcurv e , t,t die Tan 
genten und /", i* die O^eulattonsebenen der beiden Zweige dei Cune Be 
zeiclinen wii durch i^, i'j die zu t,t' unendlich nahen Gener itiixen von F, 
ao Eieht man unmittelbar, dass w ein iierfacher Punct dei Fliehe J" ist, 
weil ei in viei Generatriien t, t^ t', t\ Iiogt Es ist gleichfalls klai, daaa m 
aiieh fui die Knotencurve vierfach ist, weil er den Durchfechnittspiiact von 
vier Paai muht unmittelbai lolgenden Geneiatnsen ä , tl j, t't^, t^t'^ darstellt 
Die Geladen, welche m m einen flinfpunctigen CDntact mit W haben, hegen 
sammthch in den Ebenen P, P , folghch stellen diese Ebenen, zweimal ge- 
zahlt, den Beiubiungskegel von P im vielfachen Puncte dar Die zweite 
Polarflache eines beliebigen Punctes o in Bezug «if P hat in m emen Bi 
planaipunct, und die beiden Tangentialebenen gehen dnich die Geiade PF', 
welehe zugleich die Tangente der furve (f) in diesem Puncte ist 

Hieiaiis eigibt sich geiades Weg«, diss in nt viei Dmchachnitt'pnncte 
dei Ciirve (i'J mit der zweiten Polaiflaehe veieimgt sind 

103 Em stationarei Punct der Cutve (v) lat für F dieifach, da jede 
Gel ade, die durch diesen Punct gezogen ist m ihm drei au fein änderte Igen de 
Geneiatrixen aclineidet Dei Tangenteukegel von F in diesem Puncte he 
steht aus dei di^iraal genommenen Ebene, die in ihm einen iieipunctigen 
Contact mit der Ciuvt, (v) hat, wed dieie Ebene dei Oit det Geraden ist, 
die in genanntem Puncte mit F einiu vierpunctigen Contact hiben, folglich 
geht die zweite PolarfliLhe von o durch diesen Punct und hat in ihm ge 
nannte Ebene zur Tangentialebene Also haben wir 

Zhe liweite Polaiflaehe etms beliebigen Pohs o m Beiuq auf eine Dn'e- 
loppable, hat mü der Cusptdii/ctiTU tn ihen SliUsfandspunckn eine vier 
ptmcfige Bendinmg 

104 Die Puncte der Cuiie (v), durch welche die zweite Pnhrflache 
von j;,eht, sind diEji-nigcn, Jeien Quadupulai flachen durch o gthcri, und 
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Ameendungen auf detelnppnbh Fhii-hen 
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dJEJenigen, deren Quadrifiolacflächen iinbeBtlnirnt ivetden. Die ersten Puncte 
sind diejenigen, in denen die Cwve (v) von den ß Tangentialebenen von Jp" 
OBCuüert wird, die clarch O gehen. Die zweiten Puacte dagegen sind fuv die 
Fläche dreifach oder vierfach (71), das heisst, sie liegen in drei uder vier 
Genecatrixen. Unter diesen Puneten sind in der Ciiapidalourve, ansser den 
ß stationären und den «' Döppeljiuncten und ausser den Sf-i-^ Beriihrungs- 
pnnoten der doppelten und der sfationären Tangenten, anch die X Puncte, 
in denen zwei auf einand erfolgende Generati'ixen von einei nicht unmittelbar 
folgenden zugleich geschnitten werden. Diebe Puncte sind für die Cuvve (f) 









'vg auf eine Deee- 
welohen diese von 



stationär, aber flir die Curre (i') nur einfach; 

der zweiten Polarääche nicht berührt. Also hat man 

Die swdte Polarßäehe einea ieli^igen Poles o /r, 
loppable schneidet die (}uspid(üm-m in den Fancteit, 
Geraden geschnitten wird, die sie andes-sieo berühren. 

Auf diese Weise sind die Durchschnittspnncte der zweiten Polarflaohi 
von mit der Curvi!(uj daigestellt durch die Grleichung. 

v(p—2)=%ii + i9 + ±2io-i--iy'-\-iß-\-Ä. 
Aus ihr ergibt sich: 

.t = v/.-2(^+v+2Ö + 2<» + 2a'-f 2,91. 
oder auch mit Hilfe der Formeln von Caylei- i) : 



105 V, 1 b 



1 



1 k t 



(f)^ 



(98) 



ip-i) P 
r t I b 



t P 1 



d t 



1 



1 



■ d D 



d i J g 



1 h 



d Ib Fun t d 
g ht 

D h h tt [ t d 
g d 1 1 fl h b t 
t 1 Pun t F ä 



Z 11 



b t ht 



1 



ff e(p 6) f -bl ß l 

Wir haben schon gesehen, dass jeder der ff. 8 (p-C), 2<i>, «> {p-%) Pmiote 
bezüglich für 4, 3, 3, 2 Durch schnittspuncte der Knotencnrve mit der zweiten 
Polarfläche von o gilt; jetzt wollen wir zur Betrachtung der anderen Puncte 
übergehen. 

106. Es sei ni ein Doppelpunot der Cuspidalcurve und man holte die 
Benennungen der Nr. 102 fest. Eine beliebig durch m gelegte Ebene M 
schneidet F in einer Ciirve l von der Oi'dnung p und der Classe p., die in 

1) Daa heisst, indem man für p den gleicligeltenden Ausdruck %p—v)-^ß~8 
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8g Zweiter TheÜ. [Cap. IV. 

m iiici iieifiichei Pmct Inf (^ler Doppeipimcten ui d zwei Stitzeti gleich 
gdfeiid), m ihm neidi„n zwei Zweige ^on der Spur lon P iincl äie hciden 
andern von dei Spur vun P heiuhit Geht die Schnittebene diiich die 
Tangente / 10 aerfillt der Schnitt ? in die Gerade ( und eine Lmie l de' 
(P 1) ten Ordnung und ptei Clasae die in m einen dreifachen Punct hat 
Diit hit ein Zweig t zm Tangente wahrend die leiden andein von dei hjur 
von P beiuhit neiden Die Ebene schneidet die Linie (v+tf) ^nder=wo 
noch in i'-\-l>—S Piintten, die fepitzen von l bilclei und da m f 1 1 zwei 
n n plp incte unl eirp 'jpt^e ^ii zihlen i^l so hit l nooh aidei 

Hp-l)(o-2)~f.-i{v + d-2)] 2==? + < -/. + ' 

Do{,pelpuncte ^on denen $~p-\-2 m der Cuive (f) hegen V n den Indern 
p — 2 DmchschnitCspiincten dieser Cuive mit der Ebene Bind 4 im Piinefe m 
veieinigt ind /i — 6 befinden sich m den andern Piu chschnittspuneten \cn t 
und l diu heia't ' tiiflt ausser ( noch /5--6 Generatnxen und 1 at fol^hch 
in m mit I einen funfpunctigen Cuntact 

Wn setzen jetzt voraus die schneidende Ebene fiele mit dei Tsngpntnl 
ebene P zusammen Dann »t der Schnitt l aus der zweimal i,enommenen 
Geiaden t und einei Cuive l der (p—2) ten Ordnung und (M—i) ten Clause 
e«?amraengesezt die in in einen dieifichen Punct hat — weil alle durch m 
in dei Ebene P gezegene Geiaden in ihm mit Feine fitnfpuncfige Bei uhrung 
eingehen — in ihm wuci ein Zwe:g \on / beiuhrt und die irdeiu beiden 
von dei Geladen FP' Die Ciiive l hat andeie v-\-0—i Spifaen, ';ie besitzt 
nlio aisser den beide« m m vereinigten Doppelpunoten uoih 

ande e Die ibi gen 2/»— C DuithBchmtt'puncte vtn P mit dei f iirre (?) 
weiden von den p—& Puacten m denen ( andeie Generalnsen von F ■Ja i 
schneidet, und dem PitnUe m gebddet folglich hat die Ebene P mit dei 
Cuive (f) einen zweipnnctigen Crntact in jedem der geIl^nnten p 6 Puncte 
ind einen sechspunctigen Contact in in Em ihnhchei Sclilnss lisst sich für 
die Ebene P machen und folghch hat die Gerade PF mit dei Cur\e {S) 
im Puncte ni eechs veremigte gemeinschaftliche Puncte *) Diese Geiade ist 
abei luch die Duichschnittsgetade der Tangentialebenen der aieiten P I11 
flache von o in dem Bipl'uarpuncfe m und albO haben wii 



1) EiüB bei eb g dufcl de &eiide l'P gelegte Ebene schneidet /"in einer 
Cu le l von der p ten Oidnuig u id der / fen Claase mit Tier in m iieh treuzen 
den Zweigen und e ner e iigun Tingeqte PI" mit der a e in diesem Piincfe e 1 en 
^eobspunct gen Contact hat Dieselbe Ebene trifft die Cu-ipidalcune in a,ndern v — 2 
und die Knoteneuive in andern S—F Puncten Die Ctirre i hat also in m e no 
Singularität, welche 6 Doppelpniicten und 2 damit leieinigten Spit?en entipiicbt 
«nd folglich dit \oimnleranc im C 2+ 3 = 1S m der ChsBenzahl und von 
G h'l-i ^ = 52 in dei Zihl di-i Wend puncte henorbim^f 
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106—107] Anwendungen auf ckveloppable Flächen. 89 

Em Doppeljmnct dei Cuepidalcia ve ist ßkr dte KTtaieaeuirve vierfach und 
gilt für ztco!/ Dm ehsehnUispuncle dei lelxt&-ea Curae nat der zweiten, Polar- 
flaehe fmes hehebigm Poles m Be^ug auf dte gegebene Developpable. 

107 W in einer äei ß StiUstandspancte der Cmve (i'), und il die 
entspiecheude Tangeute, so schneidet die Ebene, welche F längs t betährt 
die Cime {^) in andeien y—i PnactEü, dds heis^it, die Cnne (p~2]-tei- 
Oidnimg, welche F und genannter Lbenp gemein ist, hat wohl noch 
y-\'0—ä Spitzen, wie im Allgemeinen für eine ganz beliebige Tangential- 
ebene, abei eine deiselben fU!t auf m Die ebene Carve hat m m die Tan- 
genie t von dei si« noch in p — 5 anderen Piincten geschnitten wird , und 
da sie aiibserdem von der (/i— Uten Clisse Ht, so hat sie 

ilf/"--2)(p--i)~ijj.~l)-Z(y + e-S)]=^S+ü,~2p + b 
noppelpiincle, und filglicb beruhit die Ebene, welche m ni einen vier- 
pimctigen Contact mit der Curve (i') liat, die Cnrye if) in m und in ande- 
ren p -5 Püncten der Geraden t Die n'imliche tbene berührt in m die 
zweite P)Iaiflacbe von o, und man hat aleo 

Die ^wMe Polmfläi'hi. eines beliebigen Poles w! Bexug auf eine Deve- 
loppahlf bertihit äie Knotenrune ja de^i SttUstandspv/nctm, der Cuspidalourve. 

Eine beliebig durch die Cuspidaltangente t der Curve (f) gelegte Ebene 
ecbneidet F in dieeei Geiaden t und in einer Curve (,0— l)-ter Ordnung und 
it ter Classe flu welche ni die Veieinigung einer Spitze und eines Doppel- 
punctes daratellti), es gibt ausserdem nrch f-|-Ö— 3 andere Spitzen und 
folglich 

Doppelpuncie Die Gerade ( tnfit nni /*— 5 von ihr selbst verschiedene 
Geneiatriien das heisst, sie schneidet die ebene Cutve in p—b Puncten — 
odei hat luch in m mit ihi eintin vierpnnctigen Contact — und folglich hat 
die Ebene mii dei Cinc (?1 euen /i^ cipiiiiotigen Contact in m. Also 
eihilt man 



1] Eine beliebige Ebene sehnPidet F in einer Cvine l Her f tet Oi In ig und 
/i ter ClabBL mit S-\ a/ Knotenpuncteu und v-\-0 Spitzen wo am min 

iielt Geht die Ebene durch einen der a ßeifthninfespuncte der statiouärtn Fbe 
1 en so I iben wu in ihm eine Spitze, einen liuoten und einen Wendcpiinet ver 
einigt Die Cnne l hat in diesem Puncte swei Zweige wed der PuncC f(l F ein 
Doppelpnnct ist mit der elbeii Tangente, deien Berührung ferner vieipun'-tg st 
da diese Tangente m der Wendeabene liegt Man hat po in der Curve l omo 
SingHlaiiiat, welche die Termmderung 3-|-2 in ikr Ckihe ini S-|-b+l in der Zahl 
der Wendepuücte hervorbringt 

Geht die schntidei de Ebene durch einen dti ß ata lonlren Punete dei Curve 
tt), so ha in ihm die Cnrve / diei Zweige die ton dei elben Tu gente vierpunctig 
berührt werden Die?e Singnlaritbt nmfasst ?wi mit einem Knotflnponct ver 
eniigte Spit/en 



y Google 



90 Zweiter TkeÜ. [Cap IV. 

In dm stationärst Pwncten. der Cuspidaiewve emer Devdoppablen haben 
(He Cuspidal- und Knotencurve dieselben Tangenten. 

108. Es sei jetzt m einer der -f Puacte der Cnrve ("), die in zwei 
Tangenten liegen. Es sei t die Tangente in m und (' die andie Tangente, 
die auch durcli m geht. Der Berührnngsliegel von i^ in m — oder auch 
(71) die oubische Polarfläclie von m — ist dann aus drei Ebenen aiisam- 
mengesetzt, von denen zwei mit der Ebene Eusaramenfallen, welche F längs 
i berührt, und die dritte ist die Tangentialebene längs f. Die Durehschnitts- 
gerade (" dieser beiden Tangentialebenen ist die Cuspidaltangente der Kiioten- 

Die zweite Polarfläche von o geht durch m und wird dort von einer 
Ebene, die durch t" geht, berührt, das heisst, von einer Ebene, welche mit 
der Curve f einen dreipiinctigen Contsct hat; folglieh hat man: 

Die Mifeite Polarfläclie eines beliebig&t Poles m Bezug auf eine Deee- 
loppable hat mit der Knotenevrve m jedem Puncte eine« dreipwnciigm Contact, 
vieleher für diese äai SMetandspwnot imd ßbr die Gnspidalcurve ei» einfacher 
Pimct ist. 

109. Jeder der dreifachen Puncte von F, in dem drei getrennte Geae- 
ratriien zusammenlaufen, ist offenbar für die Citrve (fj ebenfalls dreifach 
und ist auch ein Funct der zweiten Polardäche von 0. 

Die Durchschnittspuncte der zweiten Polarfläehe von o mit der Curve 
( f ) wei'den daher durch folgende GJeichung repräsentiert; 
f(/)— 2)=^M/'-4)+3^+3J+3t+4(?-^3«?(/i— 6)+3.2w+2<a(^-8H-12ö'. 
Setzt man hierin füi- X seinen Wcrth (104), so entsieht: 

3T = (f— /i— 3i'-36'-2c)f^-2)+8;*+20^) + 10(S+lSw. 
Mittelst des Princips der Dualität erhält man aus den Ziihlen K t fol- 
gende andei'e Zahlen: 

äTj = ();-i'- 3/1— 3^- 2») f^— 2)+ Si-^-OÖ) + 100+ lS(u 
wo ^1 die Zahl dei Fhenen bedeutet, lon denen jede die Cuive (i") in 
einem Puncte oscuhert und in emem andern berührt, und t^. die Zahl der 
Ebenen, welche die Cuive {«) ra diei getiennten Puncten beiuhren 

110 EiistiBien a\ii einem Kogol f tei Ordnung zwei Cunen, die nicht 
duich den bcheitel gehen und jede Gcner,itiix be?ugb(h in «fi "2 Piincten 



Geht die schneidende Ebene duich einen Jei l ttilion iren Funete Aei Curve 
(f), so erhalten wir in iLm drei Zweige dni Cuna ' mit znei verRchiedenen Tan- 
genten, eine femgulaiilat, welche doi Vereinigung einci bpitne mit zwei Knoten- 
ptmcten entspricht 

Geht die schneidende Ebene durch einen der d Berflhrunga puncte der Curven 
(v), (?) mit den Station 11 i,n Geraden, so hat in ihnen die Curve l zwei Zneige, 
die \oa deiBelben Tangente vieipunctig beruhit werden, nnd die^e Singularität ent- 
spricht ztvei mit einem Enotenpunot veiemigten Spitzen. U t w , u. s. w. 
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(G t F) yU (13) d K g I ( (-/-+)? 

d ItfdC ()lg tff D (-2+;Pt d 

fllhb ir hhttp td C-y 

h. Die Pnncte, in welchen die Cnrye (^) von den ji Doppelgeneratrixen 
des Kegels (6) getroffen wird. Es seien pi, pj zwei Puncte der Curve {?) 
mit in gerader Linie. Wir betrachten die Doppelgeneratris 0lii))2 des 
Kegels wie iwei veischiedene Generaf uen opi op» Die eiste derselben 
tiifil zumchst die Ciiive (f ( m yi sehneidet dann JP m awei mit pj 
Kosimm eil fall enden Piincten md au se den noi.h in indeien p—i Puncten 
i)j, q die zweite dagegen 'jchneidpt nachdem lie die Cnrve (S) in 

pn ^etioffen die Fliehe F m zwei mit pi zusammenftUenden Paneten und 
insseilem n(di m andeien p^i PunctPn i)i q^ Die Elene, welche 

duii-h und dnich d:e Tangenten dei Cnrve (S j in ))i (oder in p^) geht 
schneidet die beiden Tangentialebenen lon ii' m p (oder m pi) längs zwei 
Geladen welche in po (odei m j/ii) Tatgeitcn hi Cnne c oind; die bei- 
den Ebenen die durch ij und bezüglich duieh die Tangenten der Curve (f) 
m den Punclp i pi pi gelien schneiden die Tangential ebene * n JP in i) in 
zwei Geraden welche die Cnive c m q beruhien Also smi die Puncte 
Cj I p2, 11. <l5j ■ ■ ■ sämmtlich für c Doppeipuncte. 

Auf der Geraden opt, findet man als Puncte der & die ,0—3 harmoni- 
schen Mittelpiincte des Systems pg, fg, qi, jj^, . . ., und auf ops hat die- 
selbe Cmie die />— 3 harmonischen Mittelpuncte des Systems pi, pi, qi, qj, . ., 
folglich cnthtilt die Doppelgenerati'ii opip» des Kegels 2{p — 3) Puncte von 
a', Emer davon ist pi, ein andrer pa. Jeder dieser Puncte ist für a ein 

I; EmUilung, 'So. 08. 
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D PI Ip t d f h P t tu d t ! Dl 

htptdC D Sh dL () IJdh 

g h g l> f Igl h 4 D h 1 ttsp t d G 

DPt i dCpU (idlStt 

Q t i^dkgl(f)tff DT l-nrlh h 

d P t p 1 C (^) b ff m 1 L ( +») d 

& F w t /I-4 P t n q Dm D h 1 mtts 

]t pmtidl! ml dhmhMt 

tlpti Ot tJdTh dh tft d mPt 

aam flldPt 1 ghlhPmtfd 

K g I (f J d D pp Ir t (U pl p t) 1 F t H 11 

C d d l F iD IptsjCtt mlib m g 

El Ig t d D h h ttsg d d Eb t d j g 

i^Ihd KgUf)lg vb ItJ gfgfl C 

d tflihl Sp E bIbgdliJg 

g m 1 d t 1 K 1 (f) d ^-1 & t d 

lilC dPt m n s\ tffNht 

hji dlldGd Ih widdEb Tgtt 

bdKI b IdPtqq dlhd 

Ptqq ddbd d ab h Ibh 

dmPtmdl Ihlb dW ILl 

J: m m t II b d 1 h 

Mfipt fp tlm dhtdbdC 

Ib mlllTgtmd Flgllp ttmd 

DbbHttaO DZhld m IgPtjf 

tlhdZUd hb Dliitti (K7) d C (f) 

t d L ( +ej D C (^J d ( ) h b i, m 

1. die Berührnngspunote der « stationären Ebenen 

2. die ß Ciispidalpuncte der Cwve (»') jeder derselben zSlilt für drei 
Diu-cliscbniftspimcfe der beiden Cnrven n e 1 d ese in ibm dieselbe 
Tangente haben (103) ; 

3. die ^ Cuspidalpnncte der Curve ( ) lelei v ihnen zählt für 
zwei Dwchsthnittspuncte weil in hnen he beiden Ciirvcn nicht 
d esolbi, Tingente haben , 

4 die 6 Beiuhiiingspunctt der atatiDna en Tangenten jeder derselben 
zahlt flir drei DuicIiBchnittspuncte, weil m ibnen die beiden Cucyen 
diei Punkte in geiadei Linie gemein haben; 

5 Die 2iu Benihiungspuncte dor Doppeltangenten ; jeder derselben 
zahlt lui zwei DuiehBchnittBpuncte, weil in ihnen die beiden Cnrven 
(f) und (S) dieselben Tangenten Laben; 

6 Die u Doppelpnncte der Ciii?e (v), welche, als vierfache Puncte 
der Cucve (?), 2,4.a' Durch sclinittfipunoten gleich gelten. 
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110—111] AiHvendtingen tat/ devdoppahU Flächmi. 93 

Die ZaM der seheitibaren DurchBchnittapancte der Ciirven (f ), (i-) ist dahev 

Jede dev ^ stationären Geiaden hat (100) mit der Oune |_f) einen 
dreipunctigeii Contact und ausserdem i"— G geraemaoliattliche Puacte ron 
denen jeder für die Curve (f) ttationu ist iiid fulgl ch zwei wukliche 
Durchschnittspnncte darstellt. Die Zahl der si-heuibaien Dun,lisclmittspuncte 
der Curve (f) mit der atationaien Geuden ist also 

und k)glii,li ist he Zihl dei sJiHiiibarc« DuiLhichnittiH n(.te dei Cmie(l) 
mit dei Lmie ^-\-^') gleiüi 

d Die Punote in denen die (u DoppUgeneiitiisen von F den Kegel 
(T\ tieflon Wenn die vjn o nicli einem Puiicte p dei Citive (f) gezigene 
Gerade die Doppelgeneiatui ; m ni tiifit, sc gdt m fiir zwei Durchs i-hnittB 
puncte von of mit P und ist dahei ein Punct dei Curye '•, des (Jites der 
harnioniaclien Mitlelpmcte Feiner ibt m fiir die Cuive c ein Doppelpunct, 
weil diese in ihm zwei langenten besitzt, welche die Durchsehnittsgeiaden 
dei 1 angentialebene des Kegels (f) längs op mit den Tangentialebenen von 
F längs t smd Die Geiade t bat nrit dei Cuive (?) zwei dieipunaige Be 
mhiungen und aiisieidem noch ,0—8 geinem^ame Puncte die fiir genannte 
Cuive Doppelpiincte smd, folglich ist die Zahl der scheinbaien Daichsebnitta 
puncte diesei Cuive mit den tu Doppelgeneratiixen gleicli *u[f— 2(o S) 2Z\ 
das heiW (u|l^— 2/> + l") Jedei diesei Puncte zahlt für zwei Durchschnitts 
puncte der Cuiven e, <, 

e Die Doppelpuncte der Cune (t), welche fui die Curve ff) vierfach 
sind Ist m Binei diesei Puncte, so 11t om eine vielfache Generitiii des 
Kegels (f| Wii wollen die&e Geraäe so ansehen als sei sie dmch Ueber 
einanderlagein ■von viei veischiedenen Geneiitiisen eiaeugt m jeder der 
seihen fallen zwei vm den /*— 6 Puncten der Cune < mit m znsimmen, 
folglich ist m auch ein h^rmoni'chei Jlittclpitjiot, das heisat un Punct \on 
c' Dei Punct m leprasentieit fui die Cuive '■ und aut jeder der vier Ge 
neratiisen einen Doppelpunct mit ziisammenfillenden Tangenten, weil die 
Tangenten die Dnrcbscbnittsgeiaden der Tangentialebene das Kegels (?) längs 
om mit den Tangentialebenen der Deieloppablen in nt sein wuiden, und diese 
Geladen zusammen fallen di diese diei Ebenen dmch em und dieselbe Ge 
rade gehen (In der That ist die einzige Tangente dei Curve (?) in m ge 
nau dei Darehschmtt der beiden Tangentialebenen ^cn F^ ilso ^ilt ni für 
o4 Diirchschnitt^punite der Cniven c, c 

111. Die Durchschnittspnncte der Curven c, c' sind also durch folgende 
Gleichung ausgedrückt: 
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94 Zuieiter Tkeil. [Cap. IV— V 

?(jn-2)(/>~3)=/i(?-2/i+8) + 4Ä4-3(ve-a-3;J— 2:i-3(?~4i«-8«') 
+ 3ö(|^-2/> + 9j-j-9<«{5-3/'-i-10) + 12B'. 
Aus der dritten Gleichung der Nr, 97 erhält mau aber: 

also: 

2f(f-2/>+3) = — 2:U(/)-4)+4x-3(«+3^ + 2^)-6Ö(/)~3)-4<«<;>-2)-128'. 
Addiert man diese Gleichung zu der mit 4 midtipli eierten ersten Gleichung in 
Nr. 109, und Belat für ß den ät[iiivalenten Ausdruck (97J; 

6/>~8^+3«-2ö, 
ao erhält man: 

S(?-l)-2x-2ti(p—S)~3X-äe(p-G}-~GT-lSa' = ^^-3)— 3a. 
112. Daraus ergibt sich sogleich die Classe der Curve {$). Diese Cuvve 
hat X scheinbare Doppelpunete, to{p—S) wirkliebe Doppelpuncte, ^ + 0(^—6) 
stationäre Punete, r dreifache und ö' vierfache Ptmote, von denen jeder sechs 
Doppelpuneten und zwei Spitzen gleich gilt (106, Anmerhmg). Ausserdem 
hat die Ciip'e (f) noch weitere }■' Doppelpuncte entsprechend den Ebenen, 
welche F Kngs zwei verschiedener Generatrisen berühren. 

Betrachten wir nähmlich eine solche Ebene, welche die Curve (v) in zwei 
Punetenm, m' osculiertundFlängs der beiden Geraden um, itm' berührt. Diese 
Ebene flchneidet F längs einer Curve l der {p—i)-ten Ordnung und [M — 2)-ter 
Classe, mit v + ö— 6 Spitzen also im Besitz von 

j[^_4)(^_51-(p-2)-3(.+i'-6)] = e+<«-4(^-5) 
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111— 113] FrcQeotimacke Flüehenbüsehel. 95' 

Dies vorausgesetzt, ist mit Eücltsicht auf die letzte Gleichung der Nr. 111 
die Classe der Knotenourve, das heisst die Ordnung der DeveloppabJeu, welche 
von ihren Tangenten eraeugt wird, gleich 

Gemäss dem Dualitätsprincip ist dann die Ordnung der doppeltbe rühren den 
Developpablen der Curve (v) gleich 



API TEL V. 

PBOJEGTIVISCHE FLÄCHENBÜSCHEL. 

113, Es sind zwei projectivische Flächenbüschel bezüglich vj-ter und 
>'3-ter Ordnung gegeben; was ist der Ort der Durchschnittaourve "iv^-ter 
Ordnung zweier entsprechender Flächen? 

Ist X ein beliebiger Punct einer Geraden t, ao geht durch x eine Fläche 
des ersten Büschels, Die entsprechende Fläche des zweiten Büschels schnei- 
det f in va Pnncten x'. Umgekehrt geht durch einen Punct x' eine Fläche 
des zweiten Btischels, und die entsprechende Fläche des ersten Büschels 
schneidet i in v^ Puncten ;r. Wir "haben daher auf t zwei Eeihen von 
Puncten x, x' niit der Beziehung (vi, v^) und die Zahl der auaammenf all en- 
den Punote ist diher vi -|- v^ Der gesuchte Ort ist also eine Fläche 
1-1 -\- V ) tet Oidnvnq 

Odei auch Eine beheb ee Ebene schneidet die gef,ebenen Fhchtn in 
Citrven, die zwei piojeclmsche Büschel bilden Nun ist dei Oit dei Durch- 
schnittspuncte entspiech ender Gurren eine Cnrve (i'i -j- v.) tei Ordnung^), 
aho wild dei gesnJite Oit von jeder beliebigen Ebene in emei Cuive 
(•"l + '''')ter Oidniing geschnitten 

Diese Fliehe geht diich die Cui-ven fj^ ter, v-fi 1er Oidnong welche 
die Basen dei beiden Büschel bilden, weil jeder Punct diesei Cunen in 
allen Fliehen des einen Buscheis und in einer Flache des andem liegt 

bei ein Punct der Curve {yi^) &a diejenige Flache dts zweiten Bü- 
schels die duieh o geht, &i die entsprechende PKche des ersten Buscheis 
und P die Ebene, welche ?i m berührt Dann schnudet P die iSj in 
emei Curve welche in o einen Doppelpun et hat und S^ in einei Cuivo, die 



; KüTtere I'rqiecüvität m der Ebene. (Crelles Journal, 
— Einleihmg, No. 50. 
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d h 1 1 F Igl ! J t h f d C I, + 1 I D 1 

h tt d PI h ( + ) t 1 Eb P D pi> Ip t d 
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b timni t das f d FI h S US l Ib d C b 
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1) EmUttung, No 51, b 

3) Diese Behauptung lat eine unmiltelbuie Fulge dti annlogfn Eig ei schaft, 
welche (Einkitung, 44) für die Cuiven bestehl, die bei ÜuitLhdini-ideii i!e Flä- 
chen in Kede durch oiiie Ebene enistehen 

3) Man sehe die Bcnieikung der leisten Noie 
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114— llS] Pj A Fläheji hei 97 

Ih P mt mit lldP 1 

Sgtfi dfllhtlUdFlliÄd tOdDg 

dll-^d blb fdltztnCu fOd 

ngg Ptghtd ItztC Iltnd Afd 

Wlbw m PUtSwC ci Ibd 

Bas ti w p 1 t h B ii 1 bild d t p b d Fl 

h bC bdd tlhtSlg) 

115 E wd wp ü hPlhbllggb da 

t dOd da^ t dOdg — <;In 

Innmgnd Hb S S + 'i — d t Blil — 

S+S_ tbbdCinildldril S S - 

— p dPllnÄ^. *i-+Ä_d wtBbl 

tph AlOtdgm hftll Dbltts d nt 

pbdPIh hltmadaidCpldFlb^- d 

t Fl 1 5 i t d g ind kann dam t d h 

g ! d Th m f i Ig d W I t II 

Mlbdd ril b S dn tdahdDh 

ht tOlgdll dFllgbtd 

^ <+ d > DFlhS hdt-Slg 

d c d (-)todgi f rih'J_bgt 

will lltdg d dtgbtmttwl-<C t T 

Ib S dirn d C d (-;tOd gm a 

a f Fl I S _ 1 gt d 1 1 f 11 d 1 g b t mt t i 

-<: tN hd IS- dS_l C 

d auf S I ^t ^ d allg m Th m (114) A f 1 'U 

nd i A Ä S g g ! ] d Fl b S _ i _ 11 

tandgd f W ddltdÄgltdlb 

B hluwlhmd mg tat Fl! S-|^_ b-j-S_ 

gh SndaJittndFll S'6 gb k S d 

Sy y', /Sy j,ii genau 

H(i— V) + K(v->") 

Eedm^uagen genigen können, und man, um ou e Phche eines Büschels fest- 

Eulegen, einer neuen Bedingung genügen muss 

n(v~. ) + K(v-v ) + 1 

Bedingungen erfüllen Man bat dabei den Satz 

ÄoK S;, dmJt die Cuiie % % Miiduri-hgehcit, iu gilt das gleich, als 

sollte Sie duich 

n(,) ~n(.-v) -«(.-. ) ^ 1 

beliebig gegebene Puncte gehen. 
Odei' auch i 



1) Chasles, iJeiiK theoremes genifaux sur las courbes et les siir/aces giomi- 
lri(iiies de toua lea ordres. (Compte innAa du 2S decombre 1857). 

Chemob*, Obevflücben. 7 



y Google 



Zue^ler Theil. [Cap. V. 

Jnle Fläche "-ter Ordnung, icelche durch 

n(v) - niv -V) - xiiy-^") - 1 

; Funde der Durchsehnütsoune imeier Flächen "'-ter und y"-ter Ord- 
nung (y <i ■■''-{- y") geht, enthält diese Curve vollständig. 
Eine Fläche i'-ter Ordnung, die durch 

beliebige Puiicte der Curve 1/ v") geht, schneide!: sie noch in 

y-yy" - a{y) + Xi(y V) -\- Xi{y-y") + ä 
weitere!) Funeten, die durch die ersten mit bestimmt sein müssen, da sie 
nicht beliebig sein können, ohne dasa die Fläche die Curve vollständig ent- 
hielte. Alle Flächen also, welche durch die ersten Puncte gehen, enthalten 
auch die anderen. Man hat daher den Satz; 

Die yy'"" 13urc7isehnittspunete dreim- Flächen von den respectivm Ordnim- 
gen, v, v', y" sind durch 

Uly) - n{y-A - \X{.y-v") ~ 3 
von ihnen bestimmt, vorausgesetzt, dass diis grösste '/er Zahlen v, v', v" Meiner 
ist als die Sammd der beiden andern. 

116. Es sei jetzt die zusammengesetzte Flüche /S^^ -{- S^' ^ t," mittelst 
awei projecti vis eher Fläch enbüschel erzeugt , in denen den Flächen S^;^ 
S^"+ßy-^y'' äea ersten Büschels die Flächen S^^^n^ .S^^^- + &'y._yi' des 
zweiten der Eeihe nach entsprechen, aber es sei jetzt y^y'-\-y", y' ^v". 

Es seien die Flächen Sy S^' S^" gegeben. Die Fläche S,,' schneidet 
Sy in einer Curve der v'|i'^i'"Vten Ordnung durch welche ausammen mit 
jl(i/— v'— i-")-!-! weiteren Functen, die wir auf 5^ nehmen, eine Fläche 
'Sv—v" der t»-— v")-ten Ordnung geht (lU). Ebenso schneidet S^u die 
Sy in einer Cm-ve ^"(1-— v')-ter Ordnung, durch welche im Verein mit den 
obigen weiteren Puneteo eine Fläche Sy_y< der (iJ^i'')-ten Ordnung geht. 

Die beiden Flächen Sy y- &'y y" schneiden sich auf Sy, welche folglicli 

zusammen mit Sy'+Sy^y- und Sy" + Sy_y" demselben Büschel angehört. 
Sind ausser der Curve Sy^Sy" auch die weiteren Puncto im Räume ge- 
geben, aber Sy nicht gegeben, so kann die Fläche «S'„_j,i, die durch diese 
Puncte gehen musa, noch andern 

n(v_.,_n(,_.'_/.)_i 

Bedingungen genügen, und ebenso Sy^y'' noch andern 

1X{y-y-)-my-y'-y")~l 
Bedingungen. Also kann Sy auch 

[»(.-.■)-Hfr-.'-v")-i] + im'~y")-xny~-'~n-n + 1 

Bedingungen Genüge leisten. Es folgt also, dass für Sy die Bedingung, 
durch die Curve Sy'Sy" und die weiteren Puncte zu gehen, so viel gilt als 

Das Enthalten der Curve Sy'Sy" entspricht folglich 
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Bedingungen. 

Geht also unter der jetzigen Voraussetzung eine Fläche u-ter 

beÜebige Puncle der Durchachnüfsrurve zweier Flixhen "'-fer, y"-kr Ordnung, 
so enthält sie die",dhe oollständig, 
und man hat folglich den Satz. 

Jede Fluche v-ter Ordnung, welche durch 

n:ii'1-R(i'-i'')-tt(*'-v") + lt(v-v'-i'")-l 
ieUebige Pwnete der Curve {y'v") geht, trifft dieselbe noch in andern 

Pu ei d l h d ei t h I 

Od au h 
D Dur 1 h tp i 11 I b fei 1 d d 



II t d g b 

t miuf g t t dis d gr t d Z 1 1 ht kl t 

I d b m 1 b d 1 ) 

11 C g b w Fl h d t C Ö ■W t 1 

Ot Pt ä Pll Bgt Uli It 

g b Gl hl? 

Chll Pt dPlb JE hd 

1 g k h d t P 1 fl h (€2) Lab t 1 f 

b w g b Id d t n P 1 fl 1 i t h B h I (86) 

b gl h i ( -l)t ( — l)t Od g dd g (lia) 

Fl 1 1 ( + -2)t Od e Ihdg htOtt 
J d g I fll h P t d >1 1 d d D h h ttB 

lbdgi,b tlhh Plb dTgt-üb 1 

bd PlhB d mP t dflglh td D hhttg d 
d bdEb dTag dC i,)mmllPt 

D DirlhttgdtfftbdCd d gbtl 1 

Durch h t p t 1er Fläche (vj + i'j— 2)-ter Ordnung mit det Cmve ("1"^) 
als e T n ("i^i) S'^^i die von t getroffen werden. Nehmen wir 

jetzt 1 C (''["b) hätte <? Doppelpuncte und a Spitzen, das heisst, 

die beiden gegebenen Flächen hätten in ^ Puneten eine einfache und in a Functeu 
e Berührung, so gehören diese Puncto offenbar auch der Fläche 
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{v A-y —S) an, unä cfic Zaiil der überbleibenden Durcbschnittspiincte ist 

',>,('i+',-2)-M~3».-- •). 

Man bat also 

Dte Tingmten der Durchschnütscurpe nwder Flächen P^-tei-, n^-ier (h-d- 
nung die 3 etntaüip und " stationäre Bm-I}hrv,ngei>, haben, bilden eine Deve- 
loppablc ton dm Ütdnuii 

Auf diese Weise kennen wii von der Carse (i'j^g) die Ordnung v := Vj ^g, 
die Uidnung dei osculiei enden Developpablen />== i'j!'2(i'^-f''^— 2) — 2^— S* 
und die Zahl der stationären Puncte ß=a. Die Foi-meln von Cayley (19, 
Tt) geben nun die abngen Chiiakteiistiken: 

ß = Sl-jf^^ + v„- j)— ü^- ^T 

2?= V2W + ''ä^2M"i'2W + ^,-2)-2(2if+3<r)-4} 

+ (2^+3^)3 + 8ir+ll<T, 

2'?= ^i^(''i + ^2-3) j^,.,(.j+v^-2)-2(25+3.r)-10} 

-h8-j^j + (5ö + 3<T)ä-f205+27<r. 

Hierin ist o die Zabl der sobeinbaren Doppelpinicte der Ciirve, die Zahl 
der wnU eben Doppelpnncte welche ä igt, nicht eingereebnet. 
Da^ Geschlecht dei tiuve ist 

nnd ist gleich Nnll wenn die Cuvve ihre grosste Zahl von Üoppelpiinoten 
hat, rolglich entsteht dei Satz 

Ihe gicsste Zihl rf« Puicti"-, in iknen tswei Flachen ■■'^-ier, v^-(«i- Oi'd- 
mmg sich berüliren konnmi nt 



1) Dio Zahl dei überbleiben Jen Durthachn llipunote sei 
i-iv ("! + > ~2)-SS-y}T, 
wo f und Tj nooL zu lestimmcndi, Coelfiflientcn sind Zu diSaem Zwecke setze 
man Ui = v, Vj = 1, dann wird die Pllche (v, 4-1-1—2) die erste Pilarfläche des 
Pundea tr, in dem r ome Ebene P trifft in Bezug auf eine gegetene Fliehe i\ 
Die Tangenten der Curve PF^ nelche durch » getroffen werden, sind diejenigen, 
welche durch o gehen, alao musa die Zahl 

die Clasae der Currü PF^ ausdrücken. Diese ist aber gleich [-{v— 1)— 2iJ— 3<7 und 
folglich ist ?= 2 und ^ = 3. 
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llEZlid&d 111 itPtg] 

iddDlht -a 11 -h F F Pt 

tft k m hd twflgtbtra 

W h d (77—70) g gt t bid m t i d d 

bdggb FlhdBldiphhF]! > F 
llEhl bglttFlh# 4 _ tpbdl 

Id "Wth gw Dpplhlt dw tB 

t g d P I d llk 1 li Eb P D b tu 

Rh Fl b d p j t h m I t ] h d El 

m d j g PI h m d 1 d Ih W h d D i.p 1 

h It t p h 

DOdgddIddEh dlldFlI F 
F bldtwd d dl t)dOtdg hafll 

C tphdFIhlE! 1 tOd 

IdmOttf dEb P mlthlt D d 

Flld tPh Id Flhd tßl Ih 

Ih blbgPt}! Ph fllnitdEb P 

mm 1 II Fl h j d P 1 d h d d Ib C 

d dFb Plgtgh DPtpgbtdb Plhd 

t d riid wtEh ddblbgdltt 

k Ijlblbgd t tphl in d 1 

t hpm()fl Ptfd dhd idEh 
gt Ot 
D O t 1 Fb P b b n b t 

Üd g blUd htA3 tld K lAds« fal 1 

Itdd DidL () llbdFlh 

g dd Kglhtdldg mC gd 

t p 1 1 Fl 1 FF 
IhlliW a;lblllid!f_'^ 

Hl S d Od g ( —1) , —1) N g 1 ö t ) d d Fl h 

F d^_gmnshftlhP t lid tj hd FlhF 

db jldFlI F d^_g hfUlP t b 

d tphdP d IjdPt d fdOtS 

liegt — und iJahev in zwei entsprechenden Flächen 9y^—i, 9y^-i — und in 
dei Curve Fvj-Pva' ^"'^'^ '" *'"*' entsprechen den Flächen F'i,^, F'-;^, liegen- 
Dei- Strahl aa' enthält folglich ansserdem noch einen Punot o, der Fy^ und 
Pj^ä gemein ist, das heisst, dieser Strahl trifft die Cnrve F^^^F^^ in zwei ge- 
fremdai Puiicten, Ich sage getrennt, iveil zwei homologe Ptmcte der Flächen 
F^jF'y nur zusammenfallen, wenn sie in der «rsten Folai'fläche von o in 
Be^ug anf F^ liegen; die beiden Piincte n, a' fallen dabei' nur dann zu- 
sammen, wenn F^^^ F^^ mit ihrer ersten Pularfläche einen gemeinsamen Punct 



1) Mnldiung, Nr. 83. 
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haben, oclei auch — wegen dei Willkiirliehkcil des Poles o — wenn Fy^ und 
Fjj„ einen iiplfachen Pimot gemein haben 

Halten wit also fest, daes er em ganz beliebig gegebenei' Punct ist, und 
A»A Fy^, Fy^ kerne gememschaltliohen Tielfaohen Puncte besitzen, wenn sie 
anch Berubinngspuncte haben, so ■iind die v^v^(\'^—\){ii^~\) Durch schnitts- 
puncte von S mit dei Cune Fn-^F^^ zu zwu nnd ewel mit dem Pole o in 
gerader Linie, das heisst, durch o gehen 

Sehnen der Curve F^^F^^. 

119. Wenn die Flächen Fj,j, F^,^ einen gemeinschaftlichen Punct a haben, 
cler bezüglich Tj-fach, T^-fach Ist, so ist ün Allgemeinen a für die gemein- 
schaftliche Durchs chnittseutve beider Flächen TjTij-fach. Da nim der Strahl 
aa die PlSche F^^ anderswo nur noch in >'^ — t^ nnd JVj nur noch id ''j— "^^ 
Puncton trifft, so werden in a 

(Vj-lM-,-^,)-7r-l 
Flächen §^ _| mit der ersten Polarfläche von o in Bezug auf Fvy zusammen- 
fallen und ebenso 

Flächen ^^, _i mit der ersten Polarfläche von o in Bezug auf F^^, 

Eine beliebige von diesen =^1—1 Flächen ^^,^i kann man als corres- 
dondierende Fläche für jede beliebige der ■"^—X Flächen ^v^—i ansehen, und 
folglich ist o für S ein (n-^— 1)(7:^— l)-facher Punct und stellt in Folge 
dessen ;ri'^3('^i~l){''';j~l) Durchs chnittspimcte von S und der Curve F-^F^^ 
dar. Die Zahl der Sehnen dieser Cui've, welche durch e gehen ist also 

Unter derselben Voraussetzung, wie wir sie oben gemacht haben, ist der 
Punct D für alle ersten Polarflächen in Bezug auf J^^, F^^ bezüglich (jr^—1)- 
fach und (t^— I)-faoh (92) und ist also für die Flache (^^ -f- v^— 2)-fer Ord- 
nung, den Ort der Puncte, deren Polarebene für die gegebenen Flächen 
sich auf einer festen Geraden schneiden (107), ein (jr^4-T^—2)-facher Punct. 
Die Tangenten der Curve -PV^-Fy^ bilden also in diesem Palle eine Develop- 
pable von der Ordnung 

120, Wir setzen jetzt voraus, dass die beiden Flächen (v^) , (j-^) sich in 
zwei Curven schneiden, deren Ordnungszahlen p, ip' (p-f-jo' = [',>'.), und 
deren Classen p, p' sind. Wir bezeichnen durch u,d; u' , d' die Zahl ihrer 
scheinbaren und wirklichen Doppelpuncte; durch t , <r' die Zahl ihrer 
stationären Puncte , und durch x die Zahl ihrer scheinbaren Durchs ohnitts- 
puncte, das heisst die Zahl der Geraden, die man durch einen beliebigen 
Punct des Raumes so ziehen kann, dass sie beide Curven schneiden. Nun 
haben wir {111, 12); 
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I (c + i"'X»,-lX',-l) = 2(. + .'+'j.), 

{ /. = !>(s>-l)-2(» + <>)-3» 
U'=?'(l''~l)-2(»'+''')-3«' 
und hieraus 

^-^' = ((»-p')(.jV^-l)-2{«-a')~3(5-<!')-3(^-.T). 
Wir bemei-ken ferner dass die Fläuhe der ("j + i" — 2)-ten Ordnung, der 
Oit de» Pnncte deren Polarelenen in Uczu^ auf die beiden gegebenen 
Flachen sioli auf e ner gegebenen Geriden r tieffen (117), die Curve (f) 
nicht nur in den Pv?ncfen sehne det in dei e: dieselbe von Geraden berührt 
wird die ütirch j geschnitten weiden sondern luch in den Puncten, in denen 
die Cnrve (f> wn der fiirve {?>) geschnitten wud da jeder solcher Punct 
ein Benlhrung jitncl beider FUUien iit Wenn alsn t die Zahl der wirk- 
lichen Dnrchschnittsi.incte dei beiden Curven (yi) (p ) ist, so haben wir: 

nnd analog 

Polglich auch 

t-i 4- -s-2Xi"-p') = [/'-/'') + 2 ('f—S) +3 1^^<^ ■) 
Aus dieser Gleichung und einer vorhergehenden erhält man nun : 

j^( -l)( -i) = ^ +', 
]v( ~l)< -1)= +^. 

M tt 1 t 1 C ! ti ng n h It m ' und x, wenn « gegeben ist, 

n d wen h kan t t p d an ntweder die Zahlen 3, a, S', <j', 

glhNil t n d albk tit achten. Eins der gefundenen 

Be Itate las t h f lg nd mas a \ cl en : 

Sc/n «te nch V) Flächen t ii d -ter Ordnung auf eher Cwve 
p-fe (hdn ng l&ei Ta g tei e>ne D d ipabie p-ter Ordnimg hilden, so 
feiS n l gegebm Flaüim 7 eine d C e von der Ordnimg f' = n^ "^—y 
gemem weih dte er U 

= ( + — 19— P 
P l h eil i J } H li. h Developpablen von der Onlaung 

/-=(+- )9-'r)+P 
t ) 

121. Wir wollen voraussetzen, durch die Curve (p) ginge eine dritte 
Fläche ("g). Diese trifft die Ctirve {f') nicht blos in den obengenannten 
t Pimcten, aondeni noch in andern 

Puncten, die nicht auf der Curve <p liegen; folglich hat man den Satz: 



I) SnLMON, Geomelrij qf three dimensienn, p, 274. 
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Wenn drei Flächen f^-ier, y„-ter, "^-ier Ordnung eine Cwve <p-t» Ordaimig 
g(,w,d% liahen, Herrn, Tangeuim, eine Developpahle p-ter Ordnung bilden, so 
schndd&n, de sidi in 

Functeii, die nicht auf diesm- Curve liegen '). 

Haben die beiden Flächen (v^), (v^ einen gemeinschaftlichen Punot a, 
der für die Flächen bezüglich ir^-fach, jr^-faeh ist und (i-fach, ip'-fa.ch für 
die Curven (f), (^'), so dass also i/r-]-<fi' ^h^tz^ ist, so eilialten wir aa Stelle 
der obigen Gleichungen (120) folgende anderen: 

p = j,(p_l)_2(s + rf)-3*r-^((*-l|, 
/ = p'(s''-i)-2(«' + 'S')-3'''-9^W-l)> 
(Vj + v^- 3 V = (0 + , +2 J + 3.T + (JT^ + ;r^-2)^, 

5^,^_l)(.^_I)_^(;r -IXjTg-l) = 2« + *, 
P'(''~lXv2-l)-(*'(T,-l)(7r^-l) = 2ö'-fx, 
Es hat keine Schwierigkeit die analogen Gleichungen für den Fall auf- 
zustellen, dass die beiden Flächen sich längs drei getrennter Curven schneiden; 

122. Es seien drei projectivisehe Flächeabnseliel v^-ter, v„-ter, iJg-ter 
Ordnung gegeben. Die beiäen ersten Büschel erzeugen in der Art wie es 
oben (113) gezeigt ist, eine Fläche {'•^-\-v^^ter Ordnung, und in ähnlicher 
Weise eraeugen das erste und dritte Büschel eine andere Fläche (i'j+''B)-ter 
Ordnung. Beide Flächen gehen durch die Curre Vj^^-ter Ordnung, welche die 
Basis des ersten Büschels bildet, sie schneiden eich also auBsevdem iu einer 
Curve der Ordnnng (''i + ^aXi'j + Cj) — i"^^, und man bat folglich den Satz: 

Der Ort der Pimcte, m denen sich aivd esitsprechende Flächen dreia" pro- 
jectivisehe Büschel beglich von den Ordmmgen "jt v^ y^ schneide/t, ist eme 
Eaumcurve von der {v^Vg-^v^y^-\- v^n^yt^ Ordawig. 

Diese Curve liegt auf den drei Flächen (vj+''a)-ter,(i'j+i'j)-ter,(''j+i'j)-ter 
Ordnung, die durch die drei Büschel zu zwei nnd zwei genommen entstehen. 
Sie hat ausserdem offenbar die Eigenschaft durch die ''j^i^^-b'-'ß) Functe zu 
gehen, in der die Basis des ersten Büschels die von den beiden andern er- 
zeugte Fläche sehneidet; u. s. w. 

123. Es sind gegeben ein Flächenbüschel v-ter Ordnung und auf einer 
gegebenen Ebene P drei Punote a, b, c nicht in gerader Linie. Ist m ein 



1) Man künnte die allgemeine Frage behandeln: In wieviel Puncten echneiden 
eich drei Flächen {vi), (uj), ("a), woloho eine Curve {f, p) gemein haben, die fllt 
die drei Flächen der Eeihe nach A-fach, ^j-facb, äa-hch ist? 
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gememschaflhchei Piinct iler eisttii Pclmflacheii von o li r in Bez ig auf 
irgend eini- Flache des Büschels so ist m em Pol dei Kbene P m Bezug 
inf diese Fliehe (87t Nun bilden die ersten Polirflicheii dei Functe a, 
b, t m Bezug auf die Flachen des Biischels diei neue i rojeciivisühe BuEchpl 
(7i) von du Ordiinne f— 1, und der Oit eines Punctec m, diueh den diei 
entspsiechende Fkchen diesei drei Büschel gehen ist (122) eine KRumouryp 
dei 3(1-— l)3teii Ordnung Aho gilt dm Satz 

Dei Ort der Polt enet Ebctf m Be ug an/ dip 1 lic/im cii^ BiisüiJs 
v-t& Oidnviig ist etne Rawmcwie det Siy~\)^ten Ordnu g 

Diese Curve geht offenbar duich die Puncte, m denen die „p^ebi'ne 
Ebene Flachen des gegebenen Büschels berühtt (41 

124 Man hat vier piojeetiviache FKchenbnschel \od dm iesi.ectiven 
Ordnungszahlen y^, v^ v^ v^ Die diei ersten Büschel erzeugen (122) eine 
Cmve dei < Vs^^^a^i+^i""^ *®" Oidnung wahiend dis eiste und vierte 
Büschel emei Fliehe dei (i'^+i'^) ten Ordnung Entstehung geben (113) 
welche dmch die Baeiscune des ersten buschels geht und folghch v^"(\'^-\-^s) 
DuiLhschnittspuncte mit der Cui\e hat, ^\ckhe duich die eisten diei Büschel 
entsteht. Diese Curve und die vorgenannte Flache habeu also noch 

andere Functe gemein. Das liefert den Satz: 



Pwicte, durch die jedesmal viet entspitckende Fläi/ien loii ott projecUoteehea 
Büscheln von, den t eiipix:Hven Ortlimmysnahleii v , v , y„, v hmdwrchgehen 

Diese Puncte liegen auf den sechs Flachen, die durch die gegebenen 
Büschel zn zwei und z\sei genommen entstehen und auch auf den vier Baum 
curven, welche dieselben Busche! zu diei und dtei genommen erzeugen 

1S5 In einem Flachenbuschel " tei Oidnung eastieien wie vie! Phchen 
mit einem Doppelpunct? Man nehnje beliebig im Räume Mei Puncte an, 
dann bilden ihie eisten Polarflachen in Bezug aut die Fliehen des Buscheis 
(74) viei piojectiviBche B iichel fv— 1) tei Oidnung Hat eine dei gegebenen 
Flachen einen Doppelpunct ^jo gehen duroh ihn dio ersten Polarflaohen jedes 
behebigen Poles (73) und die Doppelpuncte der ge^ebeuen Flachen sind also 
diejenigen Puncte des Raumes duich welche viei entsprechende FUchen dei 
genannten viei Büschel gehen Folglich hat man (124) den Satz 

In etnem Flächmiikchel vier Oidmiitg gibt es 4(i'— l)* riaah a lad 
einem Doppelpuntf 

Die Polaiebenen eines festen Fcles m Bezu^ auf die Fliehen eines 
Buöchels bilden ein dem ersten piojccti vischen Büschel Ist abei der Pol 
ein Dcppelpunct einei dip«ei Fliehen, so ist fui die'^e die Polartbene unbe 
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stimmt. Jeder der i(:j — if Doppdpu'wte hat daher dieselbe Polarebme in 
Bßimg auf alle Flächen des Büschels ^). 



CAPITEL VI. 

PR0JECTIVI8CHE FLÄCHENNETZE. 

12<) lUt II au znei pi iiectivischu Netze i'^ ter und v^ ter Oidnung, so 
er-ieiigt ein beliebiges Büschel des ersten Netzes und das entspncbende 
Biachel de*: zweiten eine Ftacbe P der (Vj^-j-t^) ten Oidnuag Die Hächen 
P lilden em neiea Net? Eb 'ieien namhch n und b zwei beliebige Puncte 
des Eaumofc dann gehen diiJi a eine unbegienzte Zihl ^on FIi:,hen des 
eisten Natze=, die em BuBchcl bilJen die enlsp rechenden Pkchen des zweiten 
Nel?e% bilden ein andereb Büschel unter dessen Flachen sich eine findet, 
welche dnrcb a geht Dmeh a stehen also ?wpi entsprechende Flachen P, P" 
der beiden Netze desgleichen durch b ?»ei entsprechende Flachen Q, Q' 
und die Flachen fP, Q) (P", Q) bestimmen zwei proiectiMsche Büschel^), 
welche eine Fliehe P^ eiztugen die einzige welche giuchzeitig durch a 
und b geht 

Es SCI B R ein -indeief. Paar entspiechendei Flathen dei beiden Netze, 
die nicht zu den ob gen Buschein (P Q) (P Q ) gehören Die Büschel 
(P, R), (P, R',) erzeugen dann eine zweite Fläche P^, find ähnlich die Büschel 
(Q, B), (Q', B') eine dritte Fläche Pj. Die Flächen Pj, Pj haben die Curve 
PI" der fj»'j-ten Ordnung gemein, sohnei^len sich also noch in einer anderen 
Curve der Ordnung 

Ein beliebiger Pnnct dieser letzteren Curve gebort der Fläche Pj an, 
und ist folglich auch zwei entsprechenden Flächen 2', T' der beiden Büschel 
(B, P), {B'j P) gemein, und da er auch auf der Fläche Pg liegen muss, 
gehört er auch iwei entsprechenden Flächen V, U' der Büschel (P, Q), 
(P, Q') an. Die beiden Büschel (Q, B), (T, V) gehören zu demselben Netze, 
und haben folglich eine gemeinschaftliche Fläche 5, der eine andre Fläche S' 
entspricht, welche den beiden Büscheln (Q', B'), (2", JJ') gemein ist. Jeder 



') Es ist klar, sobald in zwei gegebenen projecfiviechen Büscheln einem be- 

a Elemente des einen ein unbestimmtes Element des andern entspricht, dass 

dann jedem andern Element det er»ten Büschels im zweiten Büschel ein festes 

Element entspiicbt. Dieses letal« Büschel enthält daher nur ein einziges Element. 

^) In dem Sinne, Aaas die entsprechenden Flächen der beiden Büschel auch 

entsprechend'- Fiädien dfr bt'iden gegebenen Hetze sind. 
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geraeinsame Puiia dei HiLhen P , T3, Uh höis^t dei FUichen T, 2"; ü, V 
ist also ein Baeispunct det Büschel {T, U), [T', U') und gehört deshalb auch 
den Flächen S, S an lUo J,noh P^ Die Curve der Ordnung Vj^^ + i-^s-l-v^Vj, 
welche zusiramen 11 it dei Curve FP' den Diivchsohuitt der Flächen Pjj.Pg 
bildet, liegt daher iu;,h auf P^ und bildet folglich die Basis des Netzes der 
Flächen P Dieses Setz ist dmch die Fl'lchen Pj P^ Pg bestimmt die nicht 
zu demselben Netze gehoien weil die Cuive PP nicht auf P^ hegt Wh 
eihalten so den Satz 

Die Flächen (''^-{-''^ ttr Ordnung, welche dte Dtia cksckniiticwven mit 
sptechemderr Plachm ^iceie» pmjeelivischer Fläe/iennel^ v^im- imxd v^ fa OiiJ- 
nung enifiäten iildea ein jieues Nets jnd yehen lämtnthch dwch dieselbe Raum, 
tntrie (^'^^-l-^^^-i-yj^'^) iei Ordnung 

Zwei FlaUien des eisten Netzes schneiden sich m einer Car\e i'j^" ter 
Ordnung welchei im zweiten Netze einp Cur\e f^^ tei Oidnung entspiiiht i) 
Zwei solche Cur^en schneiden sich im Allgemeinen nicht d ejenigen aber, 
welche sich tteöcn bilden durch ihre Durchs chnittspuntte die obengenannte 
Curve {y^-\-i'J-\-v^v^)ter üidnung Mit indem Woiten, diese Ciirie ist 
der Ort dei gemeinschafi liehen Pmote der Basisoiuven zweier entsprechen 
der Bischel im Allgemeinen jedoch geht durch einen behebigen Punct des 
Räumet nm ein Pair entspiechendei Flachen 

127 Man hibe drei prr]ectnische Plachennetze lui den lespectiven 
Oidntingszahlen v^ y„ v^ was ist dann der Ort eines Punctes 1 ach den 
drei entspiechende Fliehen ^ohen? 

Es sei ( eine behebige lians^eisale t em beliebigei Punct auf t dann 
gehen duich 1 zwei entsprechende Flachen dei beiden ersten ISetze dii. ent 
sprechende Phche dei diitten Netzes aber schneidet t in i'g Punrten t 
Nehmen wir umgekehrt auf ( einen Pnnct t so bilden die Flachen des 
dritten Netzes welche durch i gehen ein Büschel welchem in den beiden 
eisten Büscheln zwei pro|ectivit!i,he Büschel entspiechen, welche (lld) eine 
Flache der (Vj+v^) ten Ordnung erzeugen, und diese trifft ( in (''i + ''^l 
Puncten I Min hat somit den Sat? 

Der Qit d&- gememscTiafllichen Dva chsekniüspuncte lon drei eitij rechen 
den Hichet dreier projectwit,cAer FWchPnnet e dtten Ordm ngert j^ v ^ v^^ und 
tif eme FMche der {)'^-\-v^ + v^ten Ordnung 

Diese Flache geht 

1 Durch die i'^' Basispuncte det eisten Netzes ind die amlngen "^ 
"j* Puncte der beiden andern Netze 

2 Dirch eine unbegrenzte Zih! \o\\ Raumcuiven von der Ordnung 
Vb^'^s"!'^''!''« ^^ßlche (122) durch je diei ents] rechende Büschel der diei 
Netze ei f stehen 



1) Indem man zwei Cucven entsprechend nennt, welche aus dem Durchschnitt 
ier entsprechender Flächenpaace entstehen. 
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3. Durch die Cliivü (''i^-t-^j' + -"i^'^) I01 diclming iielJie (iiiich die 
beiden eraten Netze erzeugt wird (126), und durch die dual igen Ciiiven dei 
(VjS-j-ti^a^ii^ii^j.ten und der (i'^* + -'^^ + »gi'j) ten Ordnung 

128. Was ist der Ort der Pole einei Ebene m Bezig aut du Tlnhen 
eines Netzes w-ter Ordnung? Sind a, b, i drei Puncte dpi gegebenen Ebene 
nicht in gerader Linie (123), so bilden die eisten Pulftrflilchen von 0, b, e 
drei projecfJvische Netze der (>- — 1) ten Uidnung und iolgbch Int man den 
Sfttz (127): 

Der Ort det Pole finer Ebent m B&swg auf die Fla hea eines Xif-et, v iei 
Ordnung wi eine Flcttke j(v —1) ten Ordnung 

Diese Fliehe enthalt eine unbegien/te Zahl Rviracmven 3(i'— l)'ter 
Ordnung von denen jede dei Oit dei Pule dei gesehenen EbPne in Bezug 
auf die Flachen eines Büschels ist, dis m dern gegebenen Net/e enthalten ist 
Jeder Punet des Ortes der auf dei gegebenen Ebene liegt, lat äugen 
sehe nhch (ti) em BerühmngspunU zwischen dieser Ebene und einer Flache 
des Netzes man hif aIso den Satz 

Der Cht der Bei »h •ung'ipuni.ie ziitsden uncr Ebena und den Ob^fidchen, 
eines Netnei v ter Otdnung tst etne Ctitie der 3(i'— 1) (m Ordnung 

Die'ie Cur\e ist die Jaofiitmia ^) des Netzes, ■weiches durch die Cuiven 
entsteht, in denen In Fitehen des Netzes \zn dei gigebenen Ebene ge 
schnitten ■neiden 

129. Man hat vier projectivische PUchennetze dei "^ ten, i^^ ten, /, t?ii, 
v^-ten Ordnung; was ist dann der Ort dei Puncte, in weldien ssch vier 
entsprechende Flächen schneiden? Die beiden eisten Netze eizeugen nach 
und nach mit dem dritten und vierten Netze combiniert (127) zwei Flachen 
von den respeetiven Ordnungen Vj + v^-j-v^, ",+ ''2+''^. Diese beiden Flachen 
haben die Curve der (''^^-{'"^^-h^'j^'^yten Ordnung gemein, welche von den 
beiden ersten Netzen erzeugt wird (126), sie schneiden sich ausserdem noch 
längs einer Curvo von der Ordnung 

das heisst: 

Dm- Ort eines Pwictes, durch welchem vier enteprechende Fläclieti von via- 
projectiinschen, Netzen hmdwcTigAen, deren Ordnttngezahlen bezüglich i"!! ''ji 
i'g, v^ sind, ist eine Saumcurve von der Ordnung 

Diese Curve enthält offenbar eine unbegrenate Zahl von Gruppen aus 
j® ''2"s''4^'*'3Vi"'"Vi''ä + ^iVs P""ßt™, die durch je vier entsprechende 
Büschel der vier Netze entstehen (124). 
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130. Was ist der Ort der Doppelpuncte der Pläohen einee Nefzes v-ter 
Ordnung? Ee seien a, b, C, ö vier beliebig im Raum, aber nicht in der- 
selben Ebene angenommene Pimcte. Ihre ersten Pülarflachen in Bezug auf 
die gegebenen Flathen bilden (74) Mer dem gegebenen Nttze ilso anch unter 
sich ] 1 Djeclivi'ii.be Netze ind der tesucbte Urt lat (125) der Oit der Piincte 
dmch welche je viei entajjreoh en de F heben dieser \iei Netze hm luri,hgelien 
Ttlglich hat man (1291 

Der Ort de Doppdpv c/t de Flachet ernes Net es " ta Ord unq lit eine 
Eawmcwie da b(v— l)^;« (Jthung 

Diese Curve entl lU unendlich viele Gl uppen von je 4(v-l)''Pi ctei 
von denen jede Gi-uppe aus den Dnppelpuncten eines Büschel« besteht las 
in dem Netze enthalten ist (125) 

iJie Plaehen emes Netze» welche d ch den namhcl Ln beliebigen P i ict 
gehen bilden ein Büschel ist nun diesei PunU ein Dop(elpunct fir eine 
dtesei Flachen so haben die andien lu ihm die mmhclie Tangen! alebene 
mmt kann also ike obenm-uahüe Cuive 6{v — 1)^ iet Oid vng av£h cda den 
Ort der Punete depilieren m dmea sich die Flächen des Net es bertiAret 

131 Gegeben fünf projectii ische Flaihenaetze deien Oidnungszohlen 
oezughch v^ v„ Wj v^ Kj. =;ml wieviel Puni-te gibt es dann durch welche 
je fünf entspieohende PUchen gehen? Combimert man lie beiden erstßn 
Netze zunächst mit dem dutten dann mit dem vierten und endheb mit dem 
fünften Netze ^o entstehen daduich (127) drei Fhchen deien Ordiii ORSzahlen 
be/ugbch Vj + i-^+fj "i + i'^ + i'^ i'j+i' -l-i-g sind Diese Flachen haben die 
jenige Curve ('',^ + V + ''i^'a^ '^^ Oidnung gemein welche (126) den beiden 
ersten Netzen zugehört Man leieeline jetzt die. Oidnung der osculierenden 
Devekppiblen dieser Cuive indem min beachtet dass sie (12fi) mit emer 
aidett Ourve VjKn ter Ordnung zu'iammen den \ollBtandtgen Buiehschnitt 
zweier Flachen dei (i'j + i'„)ten Oidnung bildet Diese letzte Curve ist 
der vollständige Duicbschnitt i eiei FU hen der ^ ten nnd i^^ ten Uid 
nung und hat folglich (117) nh oscuheiendo De^eloppible eme FUche \on 
der i'.i' (Vj + iij— ) ten Ordnung die Oidnung dei oscuheiendcn Develop 
jablen dei C irve- {y^-\-v„^ H^M »"t '»Iso (120) gleich 
>("j + ''a-l).^^+V)-''i''a(''i t-'2-2) 

Dies vorausgeschickt, haben diejenigen drei Flächen der bezüglichen 
Ordnungen 

welche gleichzeitig durch die vorgenannte Cui-ve (.y^-\- ^2''^^v'i^ gellen 
ausserdem noch (121) 

(«,+',+',)(>,+>,+ 'J(',+ 's+',) 

ftiidere gemejiiscliaftliche Punete; wir erlialten also Jeu Satz: 
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iJie Zahl der Puncte, durah leelche je ßlmf eaUprechmde Flächen vaa 
ßlnf projectivischen NeUen bezüglich von den Ordnwigen c^, Vj, Vg, v^, i-^ hm- 
dvrehgehen ist: 

+ + + 

D Ptlg fd iFlh lldldNt 

d d d g t t h (127) d I d f t C 

U d N tz d g mm g (IJJ) 

13^ tdOt Pt wlhd IbPIfllht 

hluiBgf g^b Flh tOd 1 Bgf 

g d PI li tl h t f d ungi' E b 

IbgPt T lldPll Bgfd 

Fläclie (Vj); der Ort der Pole von XmBezig ait die Flächen (v^) ist dann 
(128) eine Fläche 3(c^— 1] tei Ordnung «eiche die Transversale in 3(1-^—1) 
Punctea x' trifft. Nimmt man umgekelut belieb g auf der TransverBale den 
Punct Je' an, so bilden (74), die Polai ebenen Tcn je' in Bezug auf die Flächen 
(i'j) ein Netz (ein Ebenenbündel), dao heisst sie gehen aämmtlich dm-oh den 
nämlichen Punct, und es gibt also unter ihnen »"j— 1, welche die Developpable 
beiühren (*IA) welche von den Pohrebenen der Puncte det Tritievtrsale in 
Bezug aut die PUche (tj) eingehüllt ^nd Diese Vj— 1 Ebenen bind die Polai 
ebenen in Bezug auf die Elaclic (i-j) von ebensovielen Puncten X dei fians 
versale, man hat also auch den Satz 

iJer Ort eines Puncfes, weleh&r dieselbe Polarebene in Bezug auf eine 
feale Fläche Vj ter Ordnung hit und !« BeiMtg auf etne beliebige Fläche emet 
Nelzee "^ler (hdittag, ist ^„^ Flache d& (v^-\-Zy^- 4) fen Ordnimg 

üffenbai geht dinse Fliehe duich die Eaamcurve de "(iij— ])* ten Oid 
nung, welche dei Ort der Düpjeljjnnete dei Pliolien de' Netze' ist (130), 
nejl jeder Punct dieser Cmve eme unbestimmte Pohreleiie in Bezug tut 
jede beliebige Flache des Netzes besitzt 

Jedei gemeinsehatthJie Punit zwischen dem gefiindeneu Üite und dei 
gegebenen i Liehe (''j) ist in Be?ug lut diese dei Po! dei Tangentialebene 
m demselben Puncte Diesei Punct muss abei in Bezug aaf eine Fliehe 
des Netzes dieselbe Pjlarebene haben, tulglith ist (^64) jedei gemeinsi.haft 
liehe Fanct dea Ortes und der lesten Fliehe ein Beruhrungspunct der letztern 
mit einer Fliehe des Netzes Dis liefert den Hatz 

Dei Ort der Ben^rungspunele xwuchen einer feiten Flathi' v^ter Oid 
nung und den Flachtn ennes Netzes dei n ten Oidiiung uf eine Eaumcmie 
de) i'j(i'j + 3vj-4)ieß Oidnung 

läS Gegeben ein i lathenbuschel Vj ter Oidnung und ausserdem ein 
Fhchennetz »^ ter Oidnung, was ist dann dei Ort eines Punctes, in dem 
eine Flache des BiSschels eine Flache dea Netzes berührt? 
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Der Ort geht durch die Basiacuive t^" ter Ordnung des Büschels neil ^) 
die Piachen (vA die duioh einen Punct dieser Cune gehen, ein Büschel 
bilden in dera eme Fhche existiert welche m diesem Puncte eine der Flaeheii 
(w^J berührt iuBseidem enthilt lede Flache (i*^) eine Cuive dei ''-|(|'j+Sj'j— 4) 
ten Ordnung welche aus den Puncten entsteht (132) in denen sie lon den 
lldthen (i*,) beruhil nird lolghth ist der vollständige Durchschnitt einer 
ridi.he ( J mit dem gesuchten Orte eine CuMe ^on der Oidnung 

und es entsteht daher det Satz 

Dei Ott dsi PuRCtf, !« dfnen utk die Flächen emies BusiJtels v^ter (hd 
nung und die FlärJim eines Netzes v^Un (hdaiung benAieii, tst eme Flache 
der (SVj-f-Si'j— 4)-iert Oidnung 

Ist y„^^ Vj=:i/, und haben auosPrdem das Netz und das Büschel eine 
Flache gemein, was zum Beispiel dei Fall ist wenn sie demselben liue 
areii Systeme angchuien ao zerfallt dei Ort in dieae Fhche und in eine andeie 
un de dn ng 

+ " -4- =i( -l> 

\V nn aLe e e PI le des Netze 1 p le E sehBl s h e e 
Puncte her h en an lud v d il s e en s e e n B schel lessen Fl c! en s h 
aramtl cl n de nselben P ncte be 1 en u ] d e iem 1 nea e Systeme an 
geh en welches d rch dia gegebe e Netz nd da^ n^g^'^sie B schel be 
st nn t w rd Unter d esen Flachen st nun e ne für welche der Be hr gs 
p ntt en Doppelp et st (17 114 A me kung )) also g It der Satz 

De O t h Be it ungsp te ode ch der Dojjelj ncte de FI& hen 
en l a^e &yf I Ol j sl c Fl cl ^{y-\)t l y 



GAP IT EL VII. 

PROJECTIVISCHE LIKEARE FLÄCHENSYSTEME 
DRITTER STUFE. 

534 Man habe zwei lineare projeetivisehe Fläch ensvst eme Vj ter und 
i-^ter Uidnung, und es seien P, /", % Q', Ä, E , ^, -S vier Paai eit 
spioi-hender Flachen, die projecti vischen Büsehel (P, Q), (P, U.) aus ent 

') Haben zwei Fläch enbuachel einen Baeiepunct o gemein, so gibt ee imnicr 
eine tische des ersten BHächels, welche in ihm eine Flache des zweiten berührt 
Die Tangentialebenen der FUchen des ersten Büschels in a gehen nämlich durch 
em und dieselbe Gerade, die Tangente der BasiBCurve dieses Büschels m o, und 
in derselben Weise ist die Tan^enL» dei BasisLurte des zneiten Bü-^uheU in o die- 
jenige Gerade durch welche in die=em Puncte die Tangentialebenen der Flächen 
dieses awuiten Büschels geben Die Ebene der beiden Tangenten berührt also in 
eine 1 lachd des ersten Büschels und ebenso Line des zweiten 
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sprechen Jbli riic)ien der beiden Mytteme gebildet eizeugen (113) eine Fläche 
(w +i')ter Oidnung Eme analoge Fliehe wird duuh die zwei Büschel 
(P, R) {P B) eizeigt und ciie dutte von den Bü'idieln {P, S), {F , S'). 
Diese diei riaohen (c^+^'jjtei üidnung haben diejenige Cuvve f^v^-x^t: Ord- 
nung gemein welche den Duich'dinitt der Piachen {P', P) bildet und 
Bcbneden 'iich alsc (121) noch in Ii'^ + j'jX''i^+''3^) andern Puncten. Ei» 
beliebige!' Punct ST von diesen liegt auf gewissen Flächen Q^ , R^ , S^ , welche 
bezüglich den Büscheln (P, Q), (P, R), [P, S) angehören, und auch den ent- 
sprechenden Flächen Q'^ , JJ'^ , S'^ , welche bezüglich den Flächenbüscheln 
(P, Q'), {P, R'), iP', S') angehören. Der Punct x ist also ein gemeinsamer 
Basispnnct der Büschel (Qf, , Rf,) , ( Qo S -R'o )• ^'^'^ diesen Büscheln hat 
das erste mit dem Büschel (Q, M) eine Fläche gemein, nnd das zweite eine 
Fläche mit dem Büschel iQ', R'), nnd diese beiden Flächen sind entsprechend. 
Der Punct x liegt daher auch auf der Fläche, welche durch die projectivi- 
schen Büschel (Q, iJ), (Q', R') entsteht; also gilt der Satz: 

Hat man zwet projechiiisdte lineaae FlatJt&isystems v^-tef und v^-ter Ord- 
nung, so gehen <heFladhen (/i+''j)'" (hdmmg, welche durch Je zwd Büschel 
erxeuqt tiierdm dte aus eatsprerhfnden F/achen beider Sytteme beatehen, aärand- 
h(.h dmch dte nämhth'^i 

Pwicle 

Diese Puncte 'ind diejenigen dun h welche eine unbegrenzte Zahl von 
ent'iprech enden Fkchenbuscheln hindurchgehen oder es ist auch jeder von 
ihnen ein genieinsi.haftlii,hei basiopunct zweier entsprechender Netze. 

135 Wie viel Puni-te gibt es, ti eiche in Bezug auf zwei Flächen Vj-ter 
und "o tei Uiduung dieselbe Polaiebene besitzen? Die ersten Polarflächen 
allei Punote des Baumes m Bezug luf die eine und die andere der beiden 
gegebenen Plachen bilden (88) iwei pi ojectivist-he lineare Systeme der (j-^— 1)- 
ten, (y^—l) ten Oidnung Hat ein Punct o füi beide Flächen dieselbe Po- 
laiebene, so müssen die eisten Polarfla^hen aller Puncte der Ebene durch a- 
gehen, das heisst o ist ein gemeinschaftlicher Bttsispunct zweier entsprechen- 
der Netze dei beiden ävsteme Folglich ist (134) der Satz bewiesen: 

Dil Zahl der Pmuste, welche m Benny auf sind Flädien »j-ter wtd Vj-fei* 
Ordnung dicadbi Polaiebene besitzen, wt 

(.j-f v„-2)[4.,3 + V-2(''i + V+ 2J ■ 

Den Complex die&er Puncte kann man dte Jacobiana der beiden gegebenen 
T'ldchen nennen 

Ist ''i = ^2 = ''i so findet man (126) die Z^hl der Doppelpiincte eines 
Plachenbuschcls v tei Oidnung, folglich bdden die i{y—l)^ Doppelpuncte 
emea Büschels die Jacohiana zweier btliebigei Flächen des Büschels. 

I't ^2 = 1, i-^^v so hndon wu (,87) die (v— l)a Pole einer gegebenen 
Ebene in Beaug auf eine gegebene Placl e v tei Ordnung wieder, das heisst; 

Vti. iy-\y^ Pole nun Ebtne <a B- uj auf äne Fläche y-ter (h-dnnng 
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stellen die Jaaobiaiia -weier Fla hcn dai , nainJioh d» gegehenni Ebene und 
der Fundammtalßacke 

136 Eb seien diei Imeaie piojectiyisete Flachen wsteme gegeben, dcien 
Ordnungszahlen bezüglich |'^, o^, v_^ amd Ein behäbiges Ketz da'< eisten 
Systems erzeugt in (remein Schaft mit den entspiechenden Netzen dei indem 
beiden Systeme |'127) eine Flache P dei (i-j + Vj+t-^l ten Oidnung Die so 
entstandenen Fl ithen P bilden ein neues lineaics ''jitem In der That, sind 
n b, c drei behebig ira Eaiime atigenommene Puncle, so bildeo die Fliuhen 
des eisten Sjatems, welche duit,h a gehen, ein Netz, im entsprechenden 
Netze des zweiten Sjatem'; gibt es ein Büschel von Fliehen die durch a 
gehen, welchen im driften Netze ein Büschel entspiicht, (on dem eine Fliehe 
dnich a £,eht Es gibt also diei entsprechende Flachen P,P',P", die duieh 
n gehen, ebenso diei Fitchen Q Q!, Q" duich b und drei andeie B,B',B", 
die durch c gehen Diese Fliehen individualisieren diei piojeotivische Netze 
{P, Q Sl, (i", Q', -fi'), (P ', Q", a ), und diese eizeugen cme FKohe P, die 
einzige, ■«eiche durch a, b, ( geht 

Es seien S,&',S' ein andeies Tripel coi respondierendei riachen dti 
diei Sjsteme, ireJche bezüglich nicht zu den drei voigedaüitoo Netzen ge 
hören; dann erzengen die Netze (P, Q, S), (P-, Q', S'), (P", Q", S') eine an- 
dere Fläche P,, die Netze (P, S, S), (P-, R, S% (P", ß", S") ebenso eine 
dritte Fläche P^, und endlich die Net^e iQ,E,S), (Q',E;S'), {Q",R",S") 
eine vierte I^'läche Pg. 

Die beiden Flächen P, Pj gehen durch die Carve von der Ordnung 
11 i'g4"''a''i4-"j''3, welche {122) von den drei projecti vischen Büscheln (P, Q), 
(P, <i'}, (P', Q") erzeugt wird, sie schneiden sich also noch in einer andern 
Ciirve der Ordnung: 

('i+'iH-s)'-('.''i+>.«,+ V.) = 'i'+V+V+'!'! + ''/i+Vi- 
Ein beliebiger Punct x dieser letzteren Curve ist, da er der Fläche P 
angehört, drei cori-espondierenden Flachen J, A', A" der drei Netze (P, Q, M), 
(P, Q', Ji'), (P'i Q", E") gemein, und weil er auch P^ angehört, ist derselbe 
Punct auch auf drei entsprechenden Piachen B, B', B" der drei Netze (P, ö, S), 
(P, Q', S"), {!"', Q", S") gelegen. Das Netz (P, Q, 3) und das Büschel (A, B) 
gehören demselben linearen Systeme an und halien folglich eine Fläche C 
gemein. Dieser entsp cht n zwe te '>vs eme e e FI che C welche de n 
Netze (P, B', S') und dem Bui,ol ei ( ■! S ) ge e st un 1 n d ten 
Systeme eine Fläche 6 d e dem Netze (P B S ) 1 de n tu cl el 
(A",B") angehört. Der P et ;r st al o e gouf nsaue Ba sp et der 
Büaci)Bl(A,S),(A',B)(i B) nd st deshalb a hlenFIihenCC C 
gemeinschaftlich. Dies s d aber d e entsprechen le I lache der dre pro 
jeotivischen Netze {P R S) (P R S ) {P R b ) d s he ast s st e n 
Punct der Fläche P^. In analoger 'R e se ze gt mi la s de n 1 che Pu et 
auch auf der Fläche Pg J egt W r haben daher de Satz 

Der Ort dnes Pin ! f 1 h l g m e Zoll v T id 
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entsprecJienäer Flüchen deetcr- gege!/enei projectiviseher linearer Systeme von 
den jeipectiBen (hdnmigen v^, >^, v^ hindurchgehen, iaf dne Raftmcurve von 

Diese Curve kann auch als Ort der gemein Bchaftlicheji Baslspuncte dreier 
entapiechendei- Büschel, odei- als Ort der Durchsohnittspuncte zwischen den 
entsprechenden Curven der Ordnungen y.^, ^^. v.^ definiert werden. Sie 
liegt auf allen Flächen (''i-t->'2 + ''3)-ter Ordnung, die ein lineares System 
bilden, von denen jede durch drei entsprechende Netse der drei Systeme er- 
zeugt wird, 

137. Was ist der Ort eines Piinctes j, dessen Polarebenen in Beaug 
Buf drei gegebene Flächen der v -ten, ^g-ten, ''„-ten Ordnung durch dieselbe 
Gerade x gehen ? 

Die ersten Polarflächon der Piincte des Eatimea in Bezug auf die ge- 
gebenen Flächen bilden drei projectivische lineare Systeme von den betrefien- 
den Ordnungszahlen i-j— 1> "^ — 1> "s — '■ ^^'^^ '^^'' gemachten Voranssetzung 
ist je der Durchschnittspunct der ersten Pokrfiäehen jedes Functes von x, also ein 
Punct, durch den eine unbegrenzte Zahl von Tripeln entsprechender Flächen 
der drei obengenannten projecti vis eben Systeme hindurchgehen, folglich ist 
(126) der gesuchte Ort eine Raumeurve von der Ordnung 

("„-IX",-!) 

welcher wii den Namen Jacobiana der dm geqibenen Flachen beilegen Wu 
haben al'io den Satz 

Die Jacobtcaia dreier F/uifien der i'j ten, "^ ten, «^ ien Ordnung, das hetest 
det (ht eines Fundes, densen PoJaiehenen m Bezuy aaf die ffegebenea Flaehen 
durch dieselbe Gerade gehen, ^si eme Rawmcuive m%t der Ordnungmahl 

Offenbar geht die-e Cuive durch die Berühr ung^puncte der gegebenen 
Flachen und durch ihre Doppelpnncte, wenn solche eM'.tieren 

Bjeselbe Cuive geht auch duich die Puncto, weliJie in Bezug auf awei 
der gegebenen Flachen dieselbe Polaiebene haben, das heiBSt 

Die Jacobiana dreier Flachen r/eht auih du? h die Jacobianen deisclben, 
Flüchen Uli xieet vnd ^naei combinifil (ISO) 

Ist K^^^j, so musi die Polarebene des Ponctes t m Bezii^ auf die 
Flache (y^ durch die Geiside gehen m der sich die Polaiebenen des nam 
liehen Punctea in Benig auf die rUi.hen des Basthel" schneiden das durch 
die beiden gegebenen Flachen dei Vg f en Ordnung bestimmt wird, und fallt 
daher mit dei Polarebene von (in Bezug luf eine Fliehe des Büschels ^i 
Mau hat folglich den Satz: 
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18b-137] Projeriinsche hwaie Flachensystsme dritter Stufe. 115 

I>« Ort eines Punctea, v-dcher m Beiyuq auf eine feste Fläche Vj-ttr Ord- 
fiuKQ und in Beaug auf irgend eme Flüihe eines Büschels v^4ee Ordnung 
d/et,elbc Polaith'-nt, hat, tit eiw Eaumcume von der Ordnung: 

velrhe dunh die Doppelptmcte des Bdsikels geht 

Die Puncte, m denen diese Curve die feste Fläclie trifft, sind offenbar 
diejenigen Puncte, in denen letztere Flache von irgend einer Fläche des 
Buechels beiuhrt wiid, man hat also den ästz, 

Ihe Zahl der Flächen eines B-Aschel v^ter Ordnung, welche eine feste 
Flaihe v,ier Ordnung benüiiea, isi 

^p^^ 31- s^ + S^jK;,— 4vj-8vg -\- S). 

Ist "i = ''3 = "3 =■ ", 91 bestimmen die drei gegebenen Flächen ein Netz, 
lind die Polarebenen des Punctes x in Bezug auf die Flächen dieses Netzes 
gehen durch die nämliche Gerade. Wir kommen so auf ein schon früher 
(130) bewiesenes Theorem zurück und haben daher den Satü; 

Der Ort der Puncte, deren Polwebeiien in Bezug wtf <Me Flächen eine» 
Netzes d-arch dieselbe Gerade gehen, oder auch der Ort der Doppelptmcte der 
Flächen dieses Netzes, oder endlich der Ort der Beriäirvjngspuncte zvnschen 
den Flächen dessdieii Netzes ist eine Eaumcurve e(v— Ij^.fer Ordnung, 

Dieser Curre können wir den Namen Jacohiana des Netzes geben. 

Ist eine von den Flächen eine Ebene, so fallt die Polarebene in Bezug 
auf sie mit ihr selbst zusammen, und man erhält so den Satz : 

Der Ort eines Punctes, dessen Polarebenen in Bezug auf xwd gegebene 
Flächen n.-ter, v„-ter Ordnung sich längs einer Geraden schneiden, die in einer 
festen Ebene liegt, ist eine Eaumcurve von der Ordiiwig 

(>,-l)'+(>,~I)'+(',-lX»,~l) = ',> + 'i'+'i'.-3<'i + '.)+S- 

Ist v^ = v^ = >, so fällt man auf ein schon früher (123) bewiesenes 
Theorem znrück, man hat also den Satz: 

Die Curve der Z{y - Vß-ten Ordnung, Ort der Pole einer gegebenmi Ebene 
in Bezug m^f die Flächen eines Büschels v-ter Ordnwig, ist die Jacolicma da- 
drei Flächen, von denen die eine die gegebene Ebene ist, und die beiden andern 
zwei beliebige Flächm des Büschels. 

Wird 1'» ^^ ''3 ^ 1- "1 ^ ''j so geht die Polarebene Ton x in Bezug auf 
die Fläche v-ter Ordnung durch eine feste Gerade, den Durchschnitt zwei 
gegebener Ebenen; folglich hat man (86); 

Die Cmve dkr [" — l)^-ten Ordnung, Ort der Puncte, deren Polo/reienen in 
Beitug auf eine gegebene Fläche ii-ter Ordnung durch eine gegebene Gerade 
gehen, ist die Jacobiana folgmdev drei Flächen: der Fundimientalfiäeke vsid 
ewei beliebiger Ebejien, welche durch die gegebene Gerade gelten. 
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116 Zweier Theil. [Csp. TIL 

138 InJem v.i iiei hneaie piojecüvisclie Sjstemc von den lesp Oid 
numied v^, v^, v^, f^ als gegeben inaehmen, suchen wir den Ort der Puncte, 
durch welche je iier entipiechende Flachen hindurchgehen 

Auf einei behehigen Transversale nehme man einen beliebigen Puncf i 
an, duieh den diei entspiechende riichen dei drei ersten Systeme hinduich 
gehen, die entipieoliende Phche des iierten bjatemB achneidet dann die 
Tiansiersale in v^ Piincten i Nmmt man umgekehit «tuf dei Transveisale 
beliebig Pinea Punet i' in so bilden die FiachLii des vieiten Systems, welche 
dnroh \' gehen, ein Netz und die diei entoprechenden Net?e in den andern 
Systemen eizengen (127) eine Fliehe ("i+'-g+'-g) ter Ordnung, welche die 
Trinsversale in ebensovielen Pincten t trifft Jian eihilt snuiit Jas Theoiem 

Der Cht eamea Pitnctea, durch welihen vier &tlsprechenäe Flocken von vier 
haearen projecUvtsthen Systemen, von den resp Otdnwtgen Vj, v^, v^, v^ hm 
durchffehm, ist ane Fläche lon der Ordmmg ''i+''a+''B+''4 

Dieae Flache enthalt offenbar die unbegrenzte Zahl ■von Cunen, die 
duich je MSr entspiechende Nelae dei viei Sjsteme entstehen (198), und 
ebenso unendlich viele andere Curven, die diucli je diei der gegebenen 
Systeme entstehen (126), u s w 

139 Man hat ^lei Fliehen bezughch \on dor Oidniing /^, v^, i/^ v^, 
W1S ist dann der Oit emea Punctes x, dessen Polirebenen in Bezug luf 
jene FUchen durch den nimhciien Punct x gehen [" 

Die ersten Polaiflaehen von x' gehen duieh x "nd inderPrseits bilden 
die ersten Polarflachen der Puzicte des Eii mes in Beaug Aal die viei gege- 
benen Fliehen vier Imeare pro|ectivische Systeme bezüglich von den Ord 
nungen v^ — 1, i'^— U "g — 1> "i"^' folglich eihalt man (138) den Satz 

Der Cht eines Pmtcfei', dessen Polarebenen in Be-uy nuf iiei gegebene 
Flächen oon den Qrdimniien, v^, v, "g ^^ durch denseUjen Pund gehen , ist 
em,e Fläehe mit der (h dnungszaM 

Diese Fläche, der wir den Namen Jacobiana der vier gegebenen 
Flächen geben, ge/it offenbar durch die Doppelpuncie dieser Flächen mid 
dv/rvh die JacoManen der nämlichen Ftäehen au drei wid drei oder zu Sinei 
lind zwei genommen. 

Ist yj = ^g, so erhalten wir eine Fläche der ["j + "a + 2(1-3 -3)]-ten Ord- 
nung, Ort eines Piinctes, dessen Polarebene in Bezug auf zwei Flächen der 
Ordnungen Vj, ''^ und in Bezug auf alle Flächen eines Büschels i-g-ter Ord- 
nung durch denselben Punct gehen. Ist X ein gemeinschaftlicher Punct des 
Ortes und der Curve v^^i-j-ter Ordnung, Durchschnitt der beiden gegebenen 
Flächen, so bestimmen die Tangente dieser Curve in j nnd die Gerade, 
durch welche die Polai-cbenen von x in Bezug auf die Flächen des Büschels 
gehen, eine Ebene, die in X eine Flüche des Büschels berührt; also hat man 
den Satz: 
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138—139] Pi-ojeclivische lineare Flächensyntems dritter Stufe. WJ 

In einem Fläch^Mschel v^ ter Ordnung gibt es 

Flächen, leehhe die IhirJischmiUcuT-i,e ^wetei Fhichtn v.lt-r und ^ hr Ord 
nung berühren 

Eb sei "4 ^= ""a = ''2 Dann folgt, daaa die Polarobene ^on jf m Bezug 
auf die riaobe (v^ dmeh den Piiiict geht in ^jeloliem die Polarebene des 
selben Panctes m Be^ug auf alle Fliehen dea Netzes, das duich die drei 
gegebenen Placben "^ tci üidnung gebildet wird zu'iiimnienlaufen, und ebenso 
jene Ebene auch die Polarebene icn t in Bezug aiit irgend eine Thclie des 
Netzes sein musi ^^lt ahalten w ein schon bewiesenes TIieuiLm {162) 
wieder und damit den Satz 

Die Fläche (»'i+Si'g — i) ter Oidnitng, Ort der Funde, welche ™ Bezug 
auf eine Jeste Fluche v^ ter Ordnimg und auf irgend eine Flache eines Netzes 
1". ter Ordnung dieselbe Polarebene beeilzen , wt die Jacobtana folgender ui« 
Flachen der gegebenen, Fläche v, ter Ordnung und drei, beliebiger Flächen 
des Netxes, die nher l-exa Bmckel hüden düifen 

Ist ^^4 = "3 =^ ■'j ^^ ""i = ""i ^o bestimmen die vier gegebenen Plaihen 
ein Imeacea System, und dmch x' geht also die Polarebene von x in Bezug 
lut eine beliebige Fliehe des &jÄlemB (74), das liefert den Satz 

Dei Oit anu. Punctis, dessen. Polarebene m Bexug auf die Flachen etnee 
hneairen Systems v t<.r Ordnung durch denselben Puncl gehen, nt eine Fläche 
dffl- 4{v — 1) ten Ordnimq 

Die Flache, Jacobiana von ■^^er beliebigen Placben des Systems, die 
also kein Netz bilden, kann auch als üit der Doppelpunote der Flachen des 
Systems definiert iierden udei als Uit der Beiuhiung=puncte zwiaihen diesen 
Piachen 

Wie legen dieser Flache den Namen Taiobiana des linearen Systems bei 

Ist ^4 = 1 so erhalten \.a den bafz 

Der Ort eniLS Punctcs, d'-shen. Polaiebfnen m Bezug avf drei Flächen 
der v^-len, v^len, Vgle» Ordnung sirh auf emei Jattm Ebene ichnbiden, ist 
eine Flache der (''i-\->'-^-\-^^~3) ten (hdnung 

Ist ansserdem ""^^ ''j=^i'3^='', so tieften tmi auf ein schon bewiesenes 
Theoiem (128), daher dei Satz 

Die Flache det ^(v — l) ten iirdmng Ott dn Pole einer Ebme %n Bcnug 
auf dne Flaihen «mim Netxes v ter Ordnung, ist die Jacobiana lun folgenden 
vier Flächen der gegebenen Ebene und dru behebiger Flfidien des Nelaes, 
die aber kein, Büschel bilden 

Wenn t'j = v^ = l ist, finden wii ein andeies bekanntes Theoiem (1171 
und ei halten so 

Die Fla'hc dei ("j + i-g— 2) fm? Ordnung, 0>t mnea Pandel, dissen Po 
lai ebenen m Bi.,Aig auf zun FluiMu dei ^^ten y^l'-n OiJnung si li auf 
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einer gegebenm Geraden schneiden, tat die Jacobiana von, folgenden, vier Flächen, 
dee beiden gegebenen, Flächen mtd zwei beliebiger Ebenen, welche durah die gege- 
bene Gerade gäien. 

Nimmt mau auaaerdem v^:=v^=iv an, so trifft die g^ b n G d 
jene Gerade, in welcher slcli die Polarebeiien des Punctes ;r B g f 
die Flächen des Büschels achneiden, welches durch die be d S, g b 
Flächen i'-ter Ordnung bestimmt ist , und die beiden Gei-ad lg dl 
in einer Ebene, welche die Polarebene von x in Bezug auf m 1 1 h ) 
Büschels ist; daher der Satz: 

Döj' Ort eines Punctes, dessen Polarebene in Bezug auf eine Fläche emes 
Büschels v-ter Ordawng diiirck eine gegebene Gerade geht, ist eine Fläche der 
2(y — l)-ten Ordnung. Sie ist die Jacolüma folgender vier Flächet: med be- 
liebige Flächen des Büsdtels imd mod beliebiger Ebenen, loelche durch die ge- 
gebene Gerade gehmi. 

Endlieh erhalten wir unter det Bedingung i'j =^ iij = v^ = 1, ii^ = v das 
Theorem (62) wieder, dass nämlich der Ort eines Punctes, dessen Polarefaene 
in Bezug auf eine Fläche ''-ter Ordnung durch einen festen Punct geht, eine 
Fläche der {i'— l)-ten Ordnung ist, die erste Polarfläche des festen Punctes, 
Man hat daher den Satz: 

IHe erste PokaflaiJie eines gegebenen Pwactea ist die Jacohiana folgender 
vier Flächen: di^ Fandammtalfläche und drei beliebiger Ebenen, die durch den 



140. Was ist der Ort eines Punctes, in welchem sich je fünf entsprechende 
Flächen von fünf gegebenen projeoiivisehen linearen Systemen von den respec- 
tiven Ordnungen v., ','„, "^i v,, y. schneiden? 

Die drei ersten Systeme mit dem vierten Systeme und dann mit dem 
fünften combiniert erzeugen (132) zwei Flächen von den Ordnungen 

Sie haben die Curve von der Ordnung 

gemein, welche durch die ersten drei Systeme erzeugt wird (136), und schnei, 
den sich also ausserdem noch längs einer Curve von der Ordnung 

(^+''a+''3 + Vf^ + ^3-i-''3+V-(V + V + V + V3+Vi+Vi)- 
Wir erhalten daher den Satz; 

Der Ort dnes Punctes, durch den fünf entsprechende Flächen vim fünf 
lineare proJectivistAea Systemen von den resp, Ordnungen jj,, i",, '',, v , y. 
hindurchgehen, ist dne Raumcierve von 



Natürlich liegt diese Curve auf den fünf Flächen, die durch die fünf 
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133—143] Projectivische lineare FiUcJieiist/.'ileme dritter Stv/e. 119 

zu Tier und viür genoramen entstehen (138) und enthält eine unbegrenzte 
Zahl von Gruppen aus je 

Puncten, von denen jede durch fünf entaprechende Netze der fünf gegehenen 
Systeme entsteht (1S5). 

141. Hat man fünf Flächen beziiglicli von den Ordnungen "^i i'^j ''g. v^. v^, 
so bilden die ersten Polaiflachen der Puncte des Eaunies in Bezug auf jene 
Flächen fünf lineare projectivische Systeroe von den Ordnungen i'y~\, ''j—l. 
Vj-l, c^-l, Vj-lj Man hat also den Satz (134): 

])&■ Ort emes Punctes, dee»e>i erste Pola^flächen in Betug anf fünf ge- 
gebene Flächen von den Ordnungen v^, v^, y^, v^, y^ durcli denselben, Punct gelten, 
ist eine Roumcurie von der Ordnunj 

Die&e Eiunicuive, dte Jacobtana der fanj gegebenen Hachrn hegt oflen 
bii auf den Jatobnnen der gegebenen ilachen zu vier und >jer genomineti 

Ist >' = v^ = y^=y^=i>^ = y^ so erb ih man eine Cuive von der 10(i'—l)ä 
ten Oidning, den Oit der Puncte, deien PoJarebenen in Bezug anf die 1 lachen 
eines linearen Sjsiems \ieiter Stufe und vterOidnunj, durch den natnhchen 
Punct gehen Diese Curie kann man dte Jacobiana des Imeaien Systems 

r t ^ =1 bo eihilt min eine Cmve Mn du daning 

Ort enei Punctes, dessen Polaiebönen m Bezug auf viel gegebene Fitehen 
auf einei gegebenen Ebene zus^immenlinfen &ind sie alle von deiselben Ord 
nung y, so fandet min, da^s det Oit eine» Punctes, dessen Poloiebene m Bezug 
auf die Piachen eines linearen Systems drifter Stufe und y ter Oidnung in einen 
Punct emei festen Ebene zu^tnimenhufen, eine Eaumcurve der eCc— 11' ten 
Oidnung ist 

Pui v^ = y^=l eihait man ("en Oit eines Punctes, dessen Pohiebenen 
in Bezug aut diei Fliehen sich auf einer gegebenen freiadm tieften Sind 
die drei Fliehen von dei namhchen Oidnung y, so ist det üit ime Cune 
der 3('— 1)2 ten Ordnung 

Wire i'g = f^ = ^,= l so erhielte man den Ort e nes Punktes, dessen 
Pdarebenen m Bezug aut zwei gegebene FUchen diiith einen fi-sCen Punct 
gehen, dos heiast, wii eihilttn den Satz 

Die Curve dei (i'j — IKi'j— l)-feB Ordnung, Dmüiachutt der eisten Polan 
flachen ernes gegebenen Fitnctes m Benug auf su et gegebene Flauten v^ t&- vnd 
y^tei Oidnung, %st die Jacobtana folgendem ßmf Flächen der beid&i gegebenen 
und dret beltebtgti Ebenen, wele/n durch den gegebeifu Panci g<.hen 

142 Man hat sechs lineare projectivische Systeme von den betieffenden 
Ordnungen y^, y^ y^ y^ '^ w^, man s ichf de Zahl der Puncte, in denen 
Bith je üBchs entspi eUiende PUdien schneiden 
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120 


Zweiler ThsU. [Cap. VII-VIII. 


Die Htm ersten Systeme 


mit dorn vierten, dem fünften irad endlich mit 


dem sechsten eombiniert erzeu 


gen (138) drei Flächen von den Ordnungen 


"l + y^ + 's-^'i- 


^ + ''2+''3 + ^5'^ + ^2 + ^3+^6' 



welche die Curve der Ordnung 

gemein ijahen, die durch die drei eisten Systeme erzeugt wird (136). Diese Curve 
gehört zwei Flächen der (i'j-rVg-f-v^)-ten Ordnung an, die sich also ausser- 
dem noch in einer Ciirva der Ordnung Va"'" Vi"i'''i''2 schneiden, die ihrer- 
seitB im Verein mit einer dritten Curve Vj^-ter Ordnung den vollständigen 
Durohschnitt zweier Flächen der (»^ -j- i'^ytm und ("^ + i-^j-ten Ordnung bildet- 
Die Ordnung der osculieronden Developpablen (117) der Cvivve (•■'^^) ist 

und folglich (120) ist die Ordnung der osculierenden Developpablen der Curve 

Hieraus schliesst man (120), daas die oseulierende Deveioppable der 
Curve der Ordnung 

von der Ordnung 

/>" = [(",+»,+ »,)+(>, + >,+',)-21 X 

= 2l",+ >,+',-«(',' + ','+ ',') + (-,>,+ '.',+', ",)("!+ ',+ »,-2) + ', V 
ist, und folglich haben die drei Flächen von den Ordnungen 

'1+'«+'.+'.. 'i+'. + '. + 's- 'l+'.+'. + 't 
ausser der vorgenannten Cmve nocli (121) 

('i+ 'e+ '.+'4X>,+»,+ ', + "s>('i+ ',+ ',+ ',) 
-('i>+>,= + V + V.+'a"i + 'i'j>l[('i + '.+ "8 + "4» I 

+ (', + ', + ', + ',)} 
f'i+'.+'s+',)("i+',+'s + '.)(', + », + ',+',> 
-(',' + >,> + >,'+'/,+',", + 'i'/«, + »,+',) 
-(«, + .,+»,)=+v,v, = »,Vs+'--+',V. 
gemeiiiscliaftliclie Piinote, und wir erhalten also den Satz: 



y Google 
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Die ZaU dfr Functe dei> Raumes, dwch welche jf sechs mtsprechende 
Flärhen von sechs projecUmeckea linearen /Systemen von, den Chdnungen v^, v^ 
, v^ hmduichgphen, iit 

143 Auch hif'i kijin min As, AnKtndnng diesps Sitzes die Tu obiana 
von 'tcÄs yeydiLi^n Flnüiin befnehten die aus den 

Puncten besteht von deiiL.n jeder die Eigenschitt bat dasa seine Fohiebenen 
in Be^iig auf die sechs gegebenen Fliehen der Ordnungen Wj v„ .v^ dmch 
den nj.rahcben Ptinct gehen Hierin ist als Speciallall die Zahl der Puncte 
enthalten, deien Pulaiebenon in Bezug aul je fünf viei und diei dei gege 
benen rUcIien sich bezüglich aut einei gegebenen Lbene, einei gegebenen 
Geraden und in emeni gegebeien Piincte treflen Zum Beispiel fandet man 
den Sdtz 

Die {y^—Diy^l^iv^—V) getneinsohaftlichen Punete der eisUn Po'mßäcken 
eines Punctea in, Bezug auf drei gegebene Flächen bilden die Jacobiana fol 
gender sechs Flachen der drei gegebenen, und dreier Ebenen, äie dvack tte» 
gtgcbmen Pnnct i/ehtn 



OAPITEL VIII. 

PROJECTIVISCHE LINEARE rLÄCHENSTSTEM E 
BELIEBIGER STUFE. 

144. Was ist der Ort eines Punctes, durch welchen je ß-\-l entsprechende 
Flächen von ß + l linearen proj'ectiyisohen Flächen Systemen /i-ter Stufe und 
den respectiven Ordnungen i-^ , j'^ , i-j , . . . , '■i^_^ ^ hindurchgehen ^) ? 

Auf einer beliebigen Transversale fixieren wir einen Punct i. Durch 
ihn gehen ß entsprechende Flächen der /i ersten gegebene Systeme ^), und 
die entsprechende Fläche des letzten Systems trifft die Transversale in "u+i 
Puncten i'. Nimmt man umgekehrt auf der Transversale einen Punct i' be- 
liebig an, so bilden die Flächen des letzten Systems, welche durch diesen 



1) D Kü wg w 11 wird hd S mb 1 ö^^^ dieSumme derProduote 
^ d Z h b h 

DFhd/i Smd gehen, bilden ein System (fl—1)- 

8 dmdn ggbn men ß—1 niedere Systeme der- 

n ß S p h A g mu ii von diesen Systemen gingen 

phdFähndh hh hdie ersten ß gegebene Systeme 

phndFh ddh geh W nn also die Behauptung fllr ß—i 
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122 Ztii^iler Theil. [Cap. VI« 

gehen, ein niedeies System (;' - l)-ter Stufe, ilera in den gegebenen andern 
IX Systemen ebenfalls niedere Systeme von derselben {;i— l)-ten Stufe ent- 
sprechen. Diese Systeme sind projectivisch, und wir wollen unnehmen, dass 
der Ort eines Punctes, durch den ," «ntsii rechende Flächen gehen eine Flache 
von der Ordnung ß„,, sei. Diese schneidet die Transversale in S«,, Pnncten 
I, und slso haben wir S^ j"'"''u+i "'^ "^^^ der zusflmmen fall enden Punete 
i, i'; das heisst, wenn der Satz„ der gesnehte Ort ist eine Fläche der Su . , ,-ten 
Ordnung" wahr ist für /i=:/i— 1, so ist er auch für /i=^ß richtig. Wir 
haben denselben aber schon für ^ = 1,2,3 bewiesen (107, 116, 138) und 
erhalten also den Sat^i 

Der Ort eines Pwnctes, durch welchen je ß-\-\ entsprechende Flächen ehen- 
eovider projedivisckeir linearer Systeme von den respectiven Orditungen "(.v 
■■'"« + 1 "'"^ /'"'*'' Stufe limdwrhgeken, ist eine Fläche ©a j, j ^tei Oi dnung. 

145. Gegeben /i + 2 lineare projectivische Flachen Systeme beziiglioh von 
den Ordnungen ^i'^^> ■ ■• •"uj.j und ^"-ter Stufe, man vei langt den Ort eines 
Punctes, durch deu je ft-\-2 entsprechende Flächen hinduichgehen 

Die ersten ;* Systeme nach und nach mit dem voiletzten und letzten Sy- 
steme combiniert erzeugen (144) zwei Flächen von den OrdnungenS„,j+»'^ , j, 
S„j^+i'„,j. Diese haben offenbar diejenige Cur ve gemein, welche den Ort 
der Punete bildet, durch welche eine unbegrenzte Zahl von je ;i entsprechen- 
den Flächen der eraten ft gegebenen Systeme hindurchgehen. Wir wollen vor- 
aussetzen, die Ordnung dieser Curve sei S^ui— Sag- Dis beiden Flächen 
schneiden sich dann noch längs einer andern Cnrve von der Ordnung : 

also von der Ordanng S«, ^g, wenn man fglgende IdentitÜten beachtet: 
- ä,l = *'fti"i" V + 1"'" V-i- 2 ' 

Die zweite Curve ist der gesuchte Ort. 

146. Es seien P--\-^ lineare projectivische Fläch ensystemü von den 
respeetivenOrdnungenc^ii'^' -■■>"/( + 3 ""^ </i-j-2)-ter Stufe gegeben; ein nie- 
deres System C"+l)-ter Stufe, das im ersten gegebenen Systeme enthalten 
ist, und die niederen Systeme, welche ihm in den andern gegebenen Systemen 
entsprechen, erzeugen eine Fläche von der Ordnung Su j. j, (1^4)- Zwei so 
erhaltene Flächen S^j.2,i-ter Ordnung entsprechen für jedes gegebene System 
zwei niederen Systemen von der (/i-]-l)-ten Stufe, die in demselben gegebenen 
Systeme enthalten sind, und ein niederes System ;i-ter Stufe gemein haben. 
Die beiden Flachen enthalten folglich die Curve S^j-ayten Ordnung, die 
durch die jU + S entsprechenden niederen Systeme ^-ter Stufe erzeugt wird 
(145), und schueidec sich also längs einer andern Curve von der Ordnung 
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Dieselbe liegt in allen auRlcgen Flächen S^„,-ter Ordnung '), uiiiJ ist folg- 
lich der Ort der Puacte, durch die eine unbegrenzte Zahl von je /i + 2 ent- 
flprechende Fläehengruppen ebensovieler linearer projecti vi scher Plächen- 
syHteme (^-|-3)-ter Stufe hin durchgehen. 

Wenn also fj. Sysleme /i-ter Stufe eine Curve von der Ordnung $fi^ j — S„ ^ 
erzeugen, so erzeugen auch /<+2 Systeme der {,u+2)-ten Stufe eine Cuive 
der (S^^j_3i— Sü . 2 jj)-ten Ordnung, und die Ordnung der Curve, die durch 
J"+2 Systeme /i-ter Ordnung erzeugt wird, ist S/iij ^ ■ '^'^ gemachte Vor- 
sussetzung hat nun aber für /(= 1, 2, 3 statt, aiso ist sie allgemein. 

147. Angenommen, die Ordnung der osculierenden Developpablen der 
Curve ß^g-fer Ordnung, die (146) durch ß lineare projcctivische Systeme 
(/J— 2)4er 'Sttife erzeugt wird, sei 

dann bildet diese Curve zugleich mit derjenigen von der Ordnung S^^ i~^fi j i 
welche durch /j. lineare projectiviache Systeme der /t-ten Stufe erzeugt wird, 
von denen die obengenannten Systeme (^— 3)-ter Stufe als niedere entsprechende 
Systeme einen Theil bilden, den vollständigen Durchschnitt von zwei Flächen 
Su j^-ter Ordnung, und die Ordnung der osculierenden Developpablen dieser 
letzteren Curve ist also gleich 

2(ä„-l)(SO„,-2S„)+(«„_-2)6„+«„ . 

Die letzte Curve in Verbindung mit derjenigen, von der Ordnung &a-\-i i' 
welche durch /i-}-2 lineare projecti vi sehe Systeme /t-tax Stufe gebildet wird, 
deren ß erste die schon genannten sind, bildet den vollständigen Durchschnitt 
aweier Flächen von den respectiven Ordnungen Su j+''ö + j ®ai"l"''a + 2 C*^)' 
und daher ist (120) die Ordnung der osculierenden Developpablen der Curve 
^a+ii gleich 

oder auch: 

^enn man luf die oben (145) angegebenen Identitäten Rücksicht nimmt. Die 
Hichtif,keit du angen mmenec Voraussetzung ist aber im Falle ß= 1, 2, Ü 
schon bewiesen, und wir haben daher de« Satz: 

Di.r Ort anm Punctea, durch lodclieii eine ttribegren^te Zahl von Gruppen 
aas je u eni'^n ich.endcn 'Flachen ebensovieler pTOJectivischer Systeme reepective 
von den ih-dmngnn t'j Vg, .,>/„ und fi-ter Stvfe ^) bestellend hindurchgehen, 
t»t eine Raunicttite lon dei Orditwig 



1) Man benest dies wie im Falle der Systeme dritter Stufe (136). 

2) Da heiast, dtr Ort der gemeineohaftliohen Baeiapunote von /i entsprechen- 
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und die Ordnung ihrer oaeidiereitdeit Developpahlen ist: 

2(S^,i-l)(eV,I-«ÄS)-®fti®ft2 + ®/',3- 

Der Ort eines Puncles, durch welchen je iU+3 entapreckende Flachen eb&t- 

soviel^ linearer projoctimscher Systeme der respectiven Orditimgen v^iV^,. . ., 

"ßA.s '"^d /i-ter Stufe hindwehgehea, ist eine Rauawurre von der Ordnung 

®/ij.2,2' ^^ Ordmmg ihrer osculierenden Devdoppabten ist: 

(«,.+.,.-»«(.+ !,. + «'<. + .,.■ 

148 E j t "—1 lineare projectivische Flächensysteme gegeben 

d Od g ''ä''-'''a— 1 ""'^ iU-ter Stufe. In einem derBelben 

n Im w d d Systeme (/<— 2).ter Stufe an, die ein und dasselbe 

A Sy t (/*— 31 t r Stnfe in sich schlieaseii. Jedes der drei niedern 
'^ m gt G einschaft mit den entsprechenden niederen Systemen 

1 nd g b Systeme eine Flüche (S^_jj)-tev Ordnnng (144). 

D nt t nd d Flüehen gehen gleichzeitig durch die Cuive 6u_i j- 

t Ol g w 1 h d ch die /t— 1 niedern entsprechenden Systeme (^— 3)- 
t St f gt d (145). Da nun die Ordnung der oaculierenden Deve- 

1 ppabl d C (147) gleich ist: 

h b (1 1) d d Flächen ausser ilieser Curve noch 
8;-ii(6p-ii-'S//-..)+« -i,j 
gemeni=chiltliel e P m;,te 

Diese Puncte sind allen analogen Fliehen ß/i_^ j^-ter Ordnung gainein '), 
welche (li-n veiechiedenen nieder« Sjstemen (i—') ter Stufe entsprechen, die 
in den vorgelegten Systemen enthalten sind, also gilt der Satz; 

Du, Zahl dir Puruie welche emen genttmaanten Buaispunct von ß-—l enl- 
spj eifienden Neiden tn fi — 1 gegeien^n hnearm projedivüehan FUtchetisystemen 
/i-ter Stafe und lon den rfi,pectwen Ordnungen Vj , f, ■ • ■ ■ > ''a-j dcerstellen ist 

«,.-i,,(«Vi,i-*«/'-i,.)+Vi,. ■ 

149. Gegeben ,"+3 lineare projectivische Fiächensj'Stenie p-ter Stufe 
und von den reapectiven Ordnungen v ,v ,i' , . . . , >„ , ; man sucht die Zahl 
der Pimcte, welche je /n+S entsprechenden Flächen gemeinschaftlich sind. 

Die ß ersten Systeme nach und nach mit dera (;i+l)-ten, (/i+3)-ten, 
(/i-}-S)-ten Systeme combiniert erzeugen (144) drei Flächen von den respecli- 
ven Ordnungen 

Diese Fläciien haben die Curve von der Ordnung 



a Falle der Syslemi 



y Google 



147 — 151] Symmetrische Complexe. 125 

gemein, deren oseulierenfle DeveloppnWe die Ordnungszahl 
2(S„-l)(8iV,i-»ft,)-«ft,S„+S„ 
hat, und welche durch die ersten ß Systeme ei'Keugt wird (lä?). Die drei 
Flächen haben also (121) noch folgende Zahl von Puncten gemein; 

oder Su_t_33 vermöge der Identitäten; 

Wir haben also den Satz i): 

Die Zahl der Puncle des Raumes, durch welche je /t-j-S entsprechende 
Flache/a ebeiisomeler Uneo^er projectimscher Flüchmsysterne von den respectiven 
Ordnungen ''i ' ''j' ■ ■ ' V + 3 ^^'^ ß-tcr Stufe hindarchgelien, ist Su-lsh- 



CA PI TEL IX. 

SYMMETRISCHE COMPLEXE 

150. E / 4-1 1 P J t h Sj t t St f g g h 
Wir fixiere t Sy t +1 Fl 1 dl h d d d Ib 
vollständig ddl dbthtjl 1 lid +1 
Flächen festg l^twlhd bgp)t htsph Jdblb 
dieser 6"+ l)Flh Ihfdb dgt4tl 
/!+! Syst htm k d d h d Sy b 1 P^ b 1 

wo der Ind /> II Fl 1 d Ib Sy t gm d I d 

dagegen j^+l p h d Rh 

Dies g t t d + 1 Sy t b Id y 

trischen Co pl amm I h d I U d g d 1 

Servern die Sjmb I P^ d P 1 d Ib Fl h d k 

151. E =ldhtmlbd thCil 



gebildet durch die beiden projectivisclien Büschel 

(p„,p„,...),(p„,p„,-.-), 

1) Man yei^leiche Salmoh, a. a, 0., p, 492—495. 



y Google 



welthe die Flache -Pia^-Pji geraein haben, die sieh aber uicht aeibat ent- 
6piii.lit Auf Jiesei Flache hegen die Basiscurven beider Büschel, welche 
sich in den i'^ Puncten Ethneiclen an. den drei Flächen Pjj , Py^ , -P^^ ga- 

Die Fhehe P dei 2^ feii Oidiiung erzeugt (1Ü7) durch die gegebenen 
zwei Büschel, wiid Uiigs dei Basucune des ersten Büschels von der Fläche 
Pj^ dieses Büschels berührt P wud m der That (107) in einem beliebigen 
Pnncte genanaler Cnrve vrn einer Thche des ersten Büschels betührt, die 
deijenigen Fli:,he des zweilen Buachtils entspricht, welche durch den näm- 
lichen Punct geht. Aber P^^ ist eine Fläche des zweiten Büscliela und ent- 
hält die Basiscurve des ersten Büschels vollständig; folglich u, s. w. 

In ähnlichei' Weise wird die F!äche P auch von derjenigen Fläche P^^ 
längs der Basiaeurvo des zweiten Büschels berührt, welche der Flache Pj^ 
des ersten Bllsohels entspricht. In den gemeinschaftlichen Puncten der beiden 
Baaiscurveu wird P also von beiden Flächen P^j , Pj^ berührt, 
Flächen sind aber beliebig gewählt, und haben daher im Allgemeinen 
Beruh rungspunct, imd es sind mithin die gemeinschaftlichen Punote der drei 
Flächen Pn -^131-^33 ^^"^ ^ Doppelpuncte. Dies liefert den Satz: 

Die von aum projeoHvischen Flächmlüschdn v-t&- Ordnung, die einen 
eynimetrüchen Complex baden, erzeugte Fläche hat v* Doppelpuncte, 

Die Flächen v-ler Ordnung, welche durch die obigen t' Puncte gehen 
bilden ein Netz, und folglich bilden diejenigen, welche ausserdem nocli durch 
einen andern beliebigen Punct — den wir auf P annehmen — gehen, ein 
Büschel. Die Basiseiirve i'S-ter Ordnung dieses Büschels hat daher SJi'ä+l 
gemeinschaftliche Durchs chniftspuncte mit P, die von der 2>'-ten Ordnung ist, 
und liegt daher vollständig anf dieser Fläche. Jede Fläche v-tee Ordnung also, 
Vielehe dwch die v* Doppelpuncte von P geht, schneide diese Fläehe in sswei 
, getrennt&a Curven i-^-to- Ordnung, die sich in den genminten Puncten schneiden. 
Durch Jeden Pmtct von P geht eine der vorgenannten Oaroen, welche die Basis 
mtes Flächenbikhels v-ter Ordnimg bildet. Zwei beliebige von diesm Oiwven 
liegen stets auf der namlicken Fläche n-ter Ordnv/ng und können also ausser 
den v3 Puncten keinen weitem Punct geniein Jiaben. 

Die beiden Curven bilden die Basiscurven zweier Büschel v-ter Ordnung, 
zwischen denen man eine selche projectivische Abhängigkeit hersteilen kann, 
dass die durch sie erzeugte Fläche genau P ist. Jede Fläche des Büschels, 
■welche durch die Basisourve desselben hindurchgeht, schneidet in der Tliat 
P in einer Curve ''^-ter Ordnung, die in Gemeinschaft mit der Basis des 
andern Büschels die enlsprecliende Fläche dieses letztem bestimmt. Es gibt 
aber eine Fläche, die beide Basiscurven enthält, und daher sowohl dem einen 
als dem andern Büschel angehört. Als Theil des ersten Büschels schneidet 
sie P in einer neuen Curve, welche mit der Basis des zweiten Büschels iden- 
tisch ist. Die Fläche also, welche in diesem xtceiten Büschel ihr entspricht, 
schneidet P Idngs zwei mit dm- Basis eben dieses zweiten Büschels zusammen- 
fallenden Cwven, das lielsst, berührt P in dies&- Ourt-e. Auf diese Weise 
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t kla dos die Gl n 1 0- Inu g 10 Ich 1 7 He v^ Doppdpuncte 
yekea B di ^ cu -v u — Cha altei ishken — zims Ji P .nd gewissen Flächen 

lei Od ^ snl h I n, g anni Nt anqJo ei P ist also (60) die 
e nh llende Fla he e n nfa h nendi h n P h Flächen, von denen 

ineu bei b gen P t 1 s Ra n gelen; unter ihnen be- 



f5 ] t 



1 n > metrisuhen Coniplex 



dargestellt durch die drei projeotlvischen Flächennetze v-ter Ordnung 
(P^^ , Pj^ , Pj3 , . . .) , 
(P^j , P35 , Pj,3 , . . .) , 
(-^31 ' -^ss ' ^83 ' ■ ■ ■) ' 

worin ^23 — -^a^'-Pai — As^-^iä^-^yi '''* ^"^ ''"' ^ ''"^ ^'"■'^« ^^^ '^' 
Ordn\ing, die den Ort eines Piinetes bildet in dfm luh je 'hei i-nt=[iiei-hende 
Flächen der drei Netze schneiden (121), dinn kann man duse Fliehe in 
folgender Welse construieren. 

Die beiden pvojecijvisclien Büschel (_P^ ,P^^,...), (P^^ ,Pg^,...), die 
einen syin metrischen Complei bilden, erzeugen (151) eine Fläche Pjj der 
2k-ten Ordnung, welche von P^ längs aer Curve P^Pgg , der Basis des 
zweiten Büschels, berührt wird. Analog geben die projectivischen Büschel 
(Pjj , Pjg , . .) , (Pg^ , Pgg , ■ -) , djo ebeufaUs einen symmetrischen Complex 
bilden, eine Fläiäie Pjj der Si'-ten Ordnung, die von P^^ in der Curve 
Pg^Pg, berührt wird; and die beiden projectivischen Büschel (P^j , P^g ,...), 
(Pgj , Pgg , . . .) oder, was dasselbe isti), die projectivischen Büschel {Pj^ i 
Pis , . . .) , (-^32 , Pgs , . ■ .) erzengea eine Fläche Pj^ oder P^j der 2i--ten Ord- 
nung die von Pgg längs der zwei Curven PjgPgg j.-i^as^as geschnitten wird, und 
also in den beiden Curven gemeinschaftlichen Punoten von Pgg berührt, das 



1) Eine Mäche 2i'-ter Ordnung, die (107) mittels zweier projectivisohsr Büschel 
{U , V),(n', V), erseugt ist, die von derselben Ordnung v sind, läsät sich auch 
aus awei projectiviEchen Büecheln ( U, U') , { V, V) herleiten, in denen zwei Flächen 
V r B eil enlapreche w e folgt Man ebme hei el g d e Fläche U nn er de en, 
welche durch ( l g hon D ese Flache sehne det d e Flache ( ) längs e nar an- 
de n Curve l ä r v ten dnung du h wel 1 e nan n (. e ne nao! aft n t T T e le 
Flach r der 11 ten Ordnung l*{,en Itann In der That hat 1 m t de Baa s 1 V 
e ne ZaI 1 von v Fun en gerne n — d e ge e cl afti che Puncte der Flachen 
l I 1 - und eue fcläcle der i- te dn ng d e durch d e Baa s IT und 
du ch e nen Punet von l der n cht d esec Baa 3 angehört geht hat also ' + 1 
Pu cCe m t i gerne n und enthalt also d ese Curve vollatajid g 
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heisst in den gern eins cliaftlichen Pimcten der drei Flächen -^ib i -^m i -^flS' 
Diese Puncte bilden die Basispiincfe des dritten gegebenen Netzes. 

Die mit Pjj , Pjg analogen Flächen, die mittelst Büscheln entstehen, die 
sich im aweiten und dritten Netze entsprechen, bilden ein neues Neta (120), 
und jede von ihnen kann man durch diejenigen Büsche! des dritten, Netaes 
individualisiert denken, welche zur Construction benutzt wurden. Dasselbe 
gilt für die zu P^j , Pgj analogen Flächen, die dureh entsprechende Büschel 
des ersten und dritten Netzes entstehen. Es folgt somit, daaa die Netae 
(P[j,Pjj, ...) , (Pjj, P^ä ,...) projectivisoh sind, und besonders die Biischei 
f^ii ' ^13^ ' '"^ai ' ^Bä' projectivisoh, welche sich in diesen Netzen entsprechen. 
Die FlSche P,j des Netzes (Pjj , P,g , . . .) und die Fläche Pg^ des 
Netzes (Pg^ , Pg^ , . ■ ■) entsprechen demselben Büschel (Pg^ , Pjj) des dritten 
Netzes und bezüglich den Büecheln (P^^ , P^) , (P^^ , J'j_^ des zweiten und 
ersten Netzes, und diese Flächen enthalten daher ausser der Curve P^^P^ 
diejenige Curve Svä-ter Ordnung, welche den Ort doi' Puncte bildet, in denen 
sich drei entsprechende Flächen dieser di'ei projectivischen Büschel schneiden. 
Diese zweite Curve gehört auch der Fläche <S an, da die obigen drei Büschel 
sich in den gegebenen drei Netzen entsprechen. 

Analog entsprechen die Flächen P,^ dea Netzes (Pj^ , Pjj , . . .) und P^j 
des Netzes (P^^ , P^^ , . . .) demselben Büsche! {Pg^ , P^) des dritten gegebenen 
Netzes und bezüglich den Büscheln (P^j , P^^ , (i'-^-, , Pjj) des zweiten resp. 
ersten Netzes. Sie enthalten daher ausser der Curve P^^Pgg die Ctirse 3v^- 
ter Ordnung, welche durch die genannten drei Büschel entsteht, die ebenfaüs 
projectivisch sind. Die fragliche* Curve Hegt auch 6uf der Fläche <S, d« 
die drei Bijschel in den drei gegebenen Netzen sich eorrespondieren. 

Genau in derselben Weise hat eine beliebige Fläche Pj« des Büschels 
(Pjj , Pjg) mit der entsprechenden Fläche P^o des projectivischen Büschels 
(^Bi'^ss) — '^®'''* Flächen entsprechen demselben Büschel des dritten gege- 
benen Netaes — nicht nur eine Curve y^-t&r Ordnung — Basis dieses Büschels 
— gemein , die auf P^^ und auf einer Fläche des Büschels (Pj^ , P^) liegt, 
sondern auch eine Curve 3v*-ter Ordnung, die durch drei entsprechende 
Büschel entsteht und also auf <S liegt. Es folgt noch, dass 'S und P^ zu- 
sammen den vollständigen Ort darstellen, der durch die projectivischen Büschel 
(Pii'Pz«>'(^21'^32'> erzeugt wird. 

Da nun diese Büschel einen symmetrischen Complex bilden, so wird 
(161) die Fläche <S von Pjj vnd P^j lämga !m>eier Curven von der 3v^-len 
Chd ung beruh t i elhe auf P.j liegen,; und die Doppelpuncte von $ sind 
d e gerne n?ehaft! cl en Puncte der drei Flächen Pj^ , Pj^ , P^a . Wir haben 
aber obe gesehen dass diese Flächen gleichzeitig von P^j in den ts Basis- 
p cten de d tten gegebenen Netzes berührt werden, und da jeder dieser 
Be uh nf,sp cte f I) vier Durchschnittspuncte der Flächen P absorbiert, 
so hat 1 6 Fla he 'S 

(2i')3-4i'3 = 4>3 
Dopi Ijju i A h eiche alle Flächen P gehen. 
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Ais dttii ebi,ii Bemeäenen folgt a 

1 S ist ZI gleich mit Pj^ die ebhülleüde Fläche er e nfach unend 
liehen Reihe \ on Flachen P^^ , P^^ , . . . Jede Fläche "Bpp at d e e nh lle de 
Flache einer atialogei Beihe von Fläelien v-ter Ordnung w e P.. Umge 
kehrt gibt jede Flache Ppo ^iner Reihe von Flächen P^o E tsteh g de en 
einhnllende FUche diiich ® und durch Pgp dargestellt d Jede Fliehe 
Tpp beruhit S Hngs einer Charakteristik der Si-^-ten Ord g w h e d P^^ 
die Fiache $ in f^ Puncten berührt, den Basispunctea e nes JSefze" vo 
Flachen Pp„ 

2 ® ist auch der Oft der Doppelpuncte der Flächen ^nn- Denn ein 
Doppelpunct von Pjj ist in allen Flächen des Büschels (P^^ , Pg^) und in 
illen denen des Büschels (P., , Pog) gelegen , und durch ihn geht auch eine 
FUche de^ Buichels {Pjg P,^); folglich ist dieser Punct, da er drei ent- 
"pieohenden Flachen dei drei genannten Büschel angehört, die in den gege- 
benen Netzen enthalten sind, ein Punct des Ortes $. 

153 In dhnlichei Weise kann man die Fläche $ construieren, die den 
Oit dei Puncte ! ildet m denen sich je drei entsprechende Flächen der drei 
pr(|ectivi&chei Netze 

(P, Q, E,...), 

{P', Q',E',...), 

(P';q",R'',...) 

von den respectivon Ordnungen v, v', v" schneiden, die keinen sy mm etr lachen 
Coinplei bilden (127). 

Die beiden pi'ojecti vischen Büschel {Q' , S,') , {Q" , R") erzeugen eine 
Fläche Pj von der (v'-rv")-ten Ordnung, welche durch R" in den beiden 
Curven R"Q" , E"B' geschnitten wird, 

Die beiden projecti vi sehen Büschel {Q", R"),{Q , Ä) erzeugen eine Fläche 
P'j der Ordnung v^+v, die von R" längs der beiden Curven R''Q", R"B 
geschnitten wird. 

Die beiden projecti vischen Büschel (P', R') , (P", R") erzeugen eine Fläche 
Pj von der Ordnung i-'-f >", die von R" in den beiden Curven R'P", R"R' 
geschnitten wird. 

Endlich erzeugen die beiden projectivisehen Büschel {P", R") ,{P , R) 
eine Flädie P'g der (i-''^ i'}-ten Ordnung, welche von R" längs der beiden 
Curven R"P", R"R geschnitten wird. 

Die Flächen P|, Pg bestimmen ein Büsche! {]i'-\-v")-tev Ordnung, welches 
dem Büschel {Q",P") projectivisch ist. Ist S" eine beliebige Fläche dieses 
letzten Büschels, so erzengen die entsprechenden und daher projectivischen 
Büschel (S',R'),{S",R") diejenige Flache P des Büschels (Pj , P^), welche 
S" entspricht. 

Analog bestimmen die Flächen P'^ , P'^ ein Büschel von der (i'"+v)-ten 

Ordnung, das ebenfalls dem Büschel (Q",F") projectivisch ist. Die S" ent- 

Orkhomjl, ( 
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Spceehende Fläche P' wird von den entepreeli enden piojectiviächen Büscheln 
(^', E") (S , R) eczeugt. 

Die Flächen P ,P' enthalten offenbar ausser dei' Cnrve R"S" die Curve 
der (vj'-+i'^"+v'W).ten Ordnung, Ort eines Punetes (122) in dem sich drei 
entsprechende Flächen dei- drei projecti vi sehen Büschel {S, R), (S',R'), (i?', R'') 
schneiden. Diese Curve liegt auf ®, da die drei ohigen Büschel sich in den 
drei gegebenen Netzen entsprechen. Wir haben dahev das Endergebniss : 
Die ^rojeüivUehen Büscltel (P^ , P^) , {P'^ , P'J a-aeugen einen Chi,, der am 
den Flächen R" ti^id $ ausanwimigeset^t ist. 

154. Wir setzen jetzt voraus, es sei v" = i'' = v. Tn diesem Falte 
Bchnei(!et (152, Anmei-leung) eine beliebige Fläche K,, des Büschels {K',R") 
die Flächen Pj und P^ in zwei Cm-ven, die bezüglich auf zwei Flächen 
Q(, , F^ liegen , welche den Büscheln (Q; Q") , {P' , P") angehören. Daraus 
folgt, class die priijecti vi sehen Netze 

(P, Q, M,...), 

iP^,Q^,R^,...), 

(F",Q",Ji",...) 
denselben I'lächen P, , P^ , F\ , P'^ Entstehung 
Ordnung ereeugen, welclie mit $ vier Curven 
hat, und also vollständig mit dieser Fläche 

Wird eine Fläche Bi'-ter Ordnung durch di 



eine Fläche 3u-ter 
n Ordnung gemein 
ifälit. Das heiaat: 
projecÜvische Netze 



■ ■), 

! idiehiges dieser Netzp, n, B. ßir 
■■■) 



(.P, Q,R,-. 
{p; a; r; . , 

(P", Q", Ä", . 
v-ter Ordnung erzetigt, so kann man für d: 
das zuteile, ein neues Netz 

suhstittderen, das den gegebenen projectivisch ist, und aus Flächen gebildet wird, 
die bezüglich den Büscheln (P; P") , (Q', Q") , (Ä', R") ,... mgehören. 
Analog können wir einem der drei gegebenen Netze 

(P, Q, R,...) 
ein neues Netz 

{P^,Q^,R,,.. .) 

substituieren, wo die Flächen Pj, Q^, R^,.. .bezüglich den Büscheln (P', P^), 
{Q', Q^),{R',Rt,),... angehören oder, was dasselbe ist, den Netzen (P, P', P'), 
(Ö, Ö', Q") , (Ä, R', R")- Man kann endlich dieselbe Flädte <S auch ■m.ütekl 
drd neuer Netze 

(Pj,<il,Äl,...), 

(P,,Q,,Äg,...), 
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erneagmi, die den gegebenen projeeHvitch »ind und aus Flächen 
P^,P^,P^,..; Q^,Q^,%,..; R^,R^,R^,... 
gebildet werden, welche bezügltcli. tfeji Netzen 

{P,P',P",...), 

(q,q;q",...), 

iK,R',li",...), 
cmgehären. 

Aber aoeli mehr i Die pro} ecti vi sehen Netze 
{P,P',P",P^,...), 

{R , R', R", R^,...), 
erzaugen einn Placlie Sv^-ter Ordnung, welche die vier Cnrveii 

der 3f^ ten Oidnmig enthalt und alao mit ^ /uaammenfillt Die Projeotivität 
dieser drei Netze laeat sich sein loiclit bestimmen Es sei P^ eine beliebige 
Fläclie des Biiscliela (P, P) die enfapiechenle FUclie Q^ bestimmt sieb 
danninder Art, das» die VDn den piojectivi-sclien Büscheln (P P',PJ,(_Q,Q',Q^) 
erzeugte Plael e mit deijenigen zusammenfallt die dutcli die Büschel (P, Q), 
(P', Q) erzeugt wird Dsdüich ibf abei das Gesetz des gegenseitigen Ent- 
sprechens gegeben Man gelangt ilso so stufenweise zui Auflösung des all- 
gememeien PrjUems Man nimmt im Netze (P , P ,P") beliebig eine Flache 
an, und sucht ilie ^fstiecheuden Fliehen der andern beiden Hetze (Q,Q', Q"), 
(R,P,E } 

155, Wir gehen über zur Betrachtung des symmetrischen Compiexes 



P P P P 

bestehend aus vier projectivisehen linearen Flächen Systemen dritter Stufe 
und >-ter Ordnung, in denen 

Pj2 = P^i , PiB = P31 , P,i = P41 , Psa = -^33 , P24 = Pja , Pä* = ^is ■ 
Die Fläche D der 4v-ten Ordnung, Ort der Puncte, welche vier entsprechen- 
den Flächen gemein sind (1S8), fässt sich in folgender Weise eonsti'uioren. 
Die drei projecti vi sehen Netze 

(P,3 , P,3 , P,,) , (Pg, , Pjg , Pg^ , (P,2 , P,s , P,,) 

ergebe» (152) eine Fläche $,j der 3t-ten Ordnung, welche durch die Fläche 
P, erzeugt durch die Büsche! (P^g , P^^) , (P^^ , P^^), längs einer Curve Sv^-fer 
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Ordnung berührt wird ~- d eaelb 1 egt auf de Fläche, die durch die Büsche! 
(Pjj , Pg^) , (Pjj , P^^) Ode d h leB ohel(Päa,Psi4),(P43,P„) ei-aeugt 
wird — und dei- Ort nes P cte st n de sich je drei entsprechende 
Flächen der projectivischen Büschel (P 3 P^^) (Pjg,Pj^),(P^3,P^) schneiden, 
In ähnlicher Weise erzeugen d e dre p jectivischen Netze 

(-Pii . Pu ■ Pu) . {Pbi ■ P^a ' P^) ' (Pii . -P4E . ^4l) 
eine Fläche ^^^ der Si'-ten Ordnung, welche von der FKche P in einer 
Curve 3vä-ter Ordnung berührt wird, die auf der durch die Büschel (■f'i3iPi4), 
(Pm > ^ii) O'^e"' '''« Büschel (Pji , P3J , (P^j , P^^) erzeugten Fläche liegt 
und der Ort eines Punctea ist, der je drei entsprechenden Flächen der projec- 
tivischen Büschel (Pj^ , PjJ , (P^^ , P^J , (P^, , P^^) gemeinschaftlich ist. 
Endlich erzeugen die drei projecti vischen Netze; 

(' si - A3 - ^m) ' (Ai . -P33 - Aj) - (^41 - P43 . Pid 
oder, was dasselbe sagen will (154), die drei projeetivischen NetKe: 

eine Freche $ oder $ j der Si'-ten Oi-dnun"' welche von der Fläche P in 
de 1 e den obe erwah ten Cu ven 3v ter dnung geschn tten wird. Daraus 
folgt diss de gene sei aftl chen Pimcte d eser beiden Curven, also die 
4 Fun t 1 cl elcl e (1'4) e e e t p che de Fl ohen der projecti- 
bcl e B cl el 

(J P^) P3 P ) IP33 igj) (i^ P^) 

1 nduthgelen so 1 e sei äffe s nd Iw n jeden de selben die Fläche P 
ilie d e Fliehen $j J^^ £ 1 e h t 

De Flachen $ $5 bestnmen en z den Busclol (P^^ , P^^) pro- 
lectiv s hes B ischel I t P^, e e bei eh ge Flache d eses letztern Büsciiela 
nnd ind P^^ P^^ P/j de entspreche den Tlacl en de Büschel (P^^'^si^i 
(Pg^ r ) (P P ) so entsteht 1 e e tsp e 1 ende Fl che $j, des BüscheU 
(<S ff" 1 d 1 d e 1 0)6 t sei en \etze 

(P o P2 P } Psp -Pga Is P P* Pid ■ 

Die Flächen $gj , <S^^ bestimmen ein anderes demselben vorgenannten 
Biiscliei (P^^ , P^^) pi-ojectivisches Büschel. Die Fläche 'S^p des Büschels 
(^^i'^sa)' welche P^g entspricht, entsteht durch die drei projecti vi sehen 
Netze 

{Pip ' Pn ' Pid ' {P^p ' P^B • Pu) ' iPip ' P4B ' -P44) ■ 
Die beiden Flächen $j„ , $g^ der Sw-ten Ordnung gehen gleichzeitig durch 
die Curve der Sv^-ten Ordnung, die dnrch die Büschel (Pg^, P J , {P,^ , P^) 
erzengt wird, und auf der Fläche P liegt, und schneiden sieh also ausaerdem 
noch in einer Ourve ßi-^-ter Ordnung, Ort eines Panctas (129), der je vier 
entsprechenden Flächen der vier projecti vi sehen Netze 
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'■Pi/..^is.fi,> <P'p i's ' i> (P^c fa P,) <P,/>,Pi. Fu) 
angehurt. Diese Curve liegt nich auf 1er Pholie D weil diese \ier Net^e 
in den gegebenen Systemen si;,h entaprechei und äie beiden piojetti vi sehen 
BiiBohel ($„ , f jj) , («'„j $j) eizengen A%o eiEen Oit, der aus der FiachB 
P 2v ter Ordnung und dei Phche D dei i" ten Ordnung zusammengesetat ist 
Die Doppelpunete des zusammengesetzten Ortes sind iIeo (151) die 
Dnrchschnittspuncte der drei Flächen $jj , <S^^ , 5*,, Die'?e diei Fliehen be 
sitzen aher iv^ Beriihrniigspuncte, welche iA"^ Diiich'^chmif';] iincten glf'ich 
gelten, und also ist die Zahl der Doppelpunete gleich 
C3v)3_4.4v5 = ixv3 

.Yiin sind die Doppelpuiiete von P die t^ DmJjstJmitt'.piincte dei Flachen 
Pw,Pii,Psi, ™^ folglich hat die Fläche D eine Zahl von 10>.3 Doppel 
pnncten, die auf allen zu ^n ■ ^25 ■ ^13 analogen Fliehen liegen 

Da die Pldche D zugJpieh mit P vermittelst zweier pi ojecfn 1 scher Büschel 
entsteht, welche einen sjram etil sehen Complex bilden, so wird sie von den 
Flächen. ®,|^,$„. und allen ahnhiheu Idngs ebensoTielen Chiiakteristiken 
6v2-tei- Ordnung beiuhit, und die Beiuhiungspincte zweier Tlachen ^j^,^';^ 
liegen beide aiii ein und deiselben Flache $jg 

MtM lann ausseidem D als dm (ht dn Doiptä^nUe der Flachen 
^11 ' ®snJ ' ■ ■ ■ <^efinim-en. Die Doppelpunete von $jj sind namlich (1Ö2) die 
jenigen, welehe einer unhegrenaten Zahl von Flächen gemein sind, z ß die 
jenigen, welche durch die Paare von projecti vischen Fl lehenbuscheln 

K) (I'ss'Ps^' (PiS'Pu)-- 

P) {Ps2'Pss)'iPi2'Pis)' 

') (P22 Pis) lPi2 P43> 

erzeigt erlei mit Ausnal ne dei ^emeinschatthi,! en liicte dei Ilachcn 
Pii ^u Pii ■'■*' ^^"^ * ^'■'*'' ^^^^^'^ DoipelpimUe so gehen dnch e 7wei 
entsprechende Fholien A^ -1^ dei Büschel X) zwei entspiechende Flachen 
Sg B^ dei B iiohel p) zwei entapiet-hende FUthen Cg t^ der Bischel ") 
md zwei entap echende Flachen B„ B^ der Büschel x) Die Büschel dei 
Tolonne rechts sinl n ein und demselben Netze (P^^ P^, P^J eithalten 
lind de ththei eiies Netzes welehu dnri,h ein und denselben P inct x der 
kein Basispiict les Netze' ist gehen bilden ein Bii'ichel folghch gehe en 
die Fldchen I^ h ^ < ^ demselben Büschel an das in dem Metten gegebe 
nen Systeme enthalten ist Den Büscheln weleb dem letztem im zweiten 
und dritten gegebenei Svsteme entsprechen gehören bez(Iglii,h die Flachen 
paare {B^ C^ ( I3 -5,) an und dei Pnnct t dei aEen diesen Fliehen ge 
mein ist ist dabei ein gemeinschaltl chei Bas =punct drei entsprechender 
Netze m diei dei gegebenen Systeme (dem aweiten diitten und vierten) Durch 
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f gel t a cl e ae Fkcl e le B sc! el s-elche je eu n ersten Systeme ei t 
s[ cl t De P nct t ! egt Also n e entsprechenden Flachen der v et 
gegebenen Sjste ne h 1 st ä-xher e n P\inct des tes L w z b w 

156 W volle z letzt d e Fliehe D de fv teu Ordnung betrachten 
d e der Ort e nes Punctes t d cl den je j" e tspr chende Fl ohen von ß 
linearen p ojecti sehen Flache sjsten en ( — l)terStife nl te Ordn ng 
] nd rchgehe Den Complex de ß Sjate e setze wir o h hg als n cl t 
mnet eh o u& d ehalten wi d rch d e Fl 1 en Tielcle d ese 

Syste 1 1 d il e en le 1 il at le W t X 



de Ze le 1 Col n be tzt D e Fl che de elb Zeile geboren 
dem elben S sleme an ab e 1 I e Fl hen le selben C loniie sich ent- 

Las en V n le Mat \ d e ,0 te Ze le d tr te Colonne aus, so er- 
halte ■SS e en n ede e Complex a s —1 edorn p ject chen Systemen 
{ß~")t St ±e W wollen 1 ob !)„„ \e Flache <^— l)i'-ter Ordnung 
beze ebne de von 1 en e zeugt w d {lii) 

lasst man n de tfte Colon e aus o e 1 It a e nen Complex von 
n ede n p oje t v chen bjstemen 1er (/ —'•1 ten St fe es sei hier k^^ die 
C ve de —^ ten dn g d e s e e ze „en (14 ) e ne Curve, die 
offe bar a f D I egt u d a f illen il chen D „ H ^ L^. 

Lassen vi nu \e pte Zele u de selben Mat x au so behalten wir 
/ — 1 projeetvsche Systene (j«— 1) te St le üb g Ls se /„ die von ihnen 
e zeug e C ve (14 > de d ng 

.fallen Flächen D«, , D„„ , . , . , D„„. 



Diese Ciirve liegt auf D und 

Vertauschen wir jetzt in der f 
lonnen, so dass wir die neue Matv 



II Matrix die Zeilen 



P,,.P^..-,Pa, 



iriM luiearen projectiviscbanSyele- 
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men der {p—\) ten Sitilo dar^) is sei ff die Thche /"< fer Ordnung, die diese 
Sybteme erzeugen, niid man bezeichne (Juich ffg^ die Fläche der (/(— l)v-ten 
Ordnung, die an*- der mvorsen Matii\ anf dieselbe Weise enfsleht, wie D„„ 
»US der piimitiveii Matrix eihalten wnrde, dtiich lig , «*„. aber die zu k^, lg 
analogen Cunen 

Nimmt man an, ea sei D.^ und ff^^ eine einzige Fläche, dann fällt 
■juch die Cm%e i^ die den l'la eben L,^ ^21" ^/la S^^iein ist, mit der 
Cnive I»,, ziSiimmRi, die den Flachen Q.fri>^ar. (Ig.„ gemeinschaftlich 

angehoU , und m ihnlicbei Weise fallt Ip mit Ä_ zusammen. Folglich haben 
die Flachen D und ff alle Cunen l und / gemem, und fallen daher in eine 
einzige Fliehe zusammen die von D«^ in zwei Curven h^,hg beide von 
der Ordnung —. — y •■" geschnitten wud Die eine deiseJbeii liegt auf allen 
Flachen Dj^,Dg^ , die andeie auf allen Fiichen D,^,D„j,.., Die 
angenommene Voraussetzung i'st abei für " ^ 2 und ß=:& bewiesen (152, 154) ; 
folglich gilt sie allgemein 

LiBsen wir m dei gegebenen Mattii die p te und <r-te Colonne aus, so 
eibilten wn /i niedeie projectivische S)i,t(-ne (/i-3l-ter Stufe, und die Zahl 
der vjn ihnen ei/eugten Piincte ist (IJ1) 

W/>-iyx-2) 3 
\ 2 i " 
Diese Functe sind offenLii /(„ und A,^ gemein ur 1 daher wird in diesen 
Puneten die Flache D von dei Flache D„j bei ihit 

157 Es sei jetzt dei durch die gegebene Matiix dargestellte Complei 
sjmmetusch, das henat es sei Pp„^P„p, imd daher auch D^^ 
hp'^lp Jetat fallen die beiden Curven , it 
Flache D schneidet, in eine einzige Cuive ^msammen dis heisst Do„ berührt 

L längs einer Cnrve ft„ der . - „ - v^-ten Ordnung, die allen Flächen Djq , 
Dg„ , - - ■ , D^„ gemein ist, und folglich sclineidet Do^. die Fläche D in zwei 
Curven kp ,k^, welche die Berührtingscuiven (Charakteristik on) zwischen D 
und Üpp und B^g sind. 

Die beiden Flächen D., , D^, schneiden sich ausser in der Curve kp, 
■ mit D gemein haben , in einer andern Curve von der Ordnung 
I durch die p. — I niedern pro jecti via eben Systemen (^— 8)-tev 
Stufe erzeugt wird, die man erhält, wenn man in dei- gegebenen Matrix 
die /T-te Zeile und die .o-te und tr-te Colonne weglässt. Diese Curve liegt 
offenbar auch auf der Fläche X der (/'■—2)v-ten Ordnung, die von den /!— 2 
riedem projecti vi sehen Systemen (/i— S)-ter Stufe erzeugt wird, welche da- 



(^-1)(/^- 
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duicli ont'khen Üiss min die /> to und fffe Zeile und die p te und ff te 
Colonne in de voigelegten Mifnx aualuat 

Dieselbe Ligen<iohaft la^st s cli fui jedps Piar entsprechendei Ilachen 
dei Buii-hel (Dpa Dpä> ^^irp ^eir) nachweise: die p roje etil i seh sind da 
sie (156) beide dem Bische! (Pß^ P/^p) piojectivisch sind Die beiden 
voigenannten Büschel eizeugen ilso einen aus den heiden FUchen X und D 
znsamni enge setzten Oit Da dieselben beiden Büschel einen symmetrischen 
Complex bilden 10 sind (151) die Do),pelp mcte des zusammengesetzten 
Oites die geme n 5 chaft liehen D irohschmttspuncte der drei Piachen Do„ 

Nin ist X diBSplbe m Bezug auf die beiden Flachen D„„ D^^ was 
diesf in Bezug aif D sind, folf,hch bemhit X de Hpo ^oo ^^"fe^ zweier 
Cuiven jede vcn de Ordnung - - . ^^ "' <l'e man dmch die Tomplese 
dei niedem Sjsfeme erzeugen kann, welche man aus dei gegebenen Matn*. 
eihalt wenn man in beiden die p te und c te /eile und bezüglich die p te 
und (Tte Colonne a,U6las3t Die narahchen beiden Cunen bilden auch den 
Dmchsehnitt zwischen X und D„^ wie man beweisen kann indem man aut 
diese beiden. Flachen da'' Eaisonnement anwendet, dss man nben (156) Vei 
den Fhchen Tüg^ und D benutzt hnt Die drei FUcben D^^ D^^ D^^ 
Verden daher von en und derselben Fhcbe X berührt und beruhien sah 
diher selb't unleienailei in dei 



gen. haftli h P t n d b gen beiden Cui'ven, das heisst, in den 

Pu t d du h d n d n Sj eme erzeugt werden, welche die vorge- 
legt Mat 1 f t en in d /? te und c-te Zeile auslässt. Jeder dieser 
Be h g 1 n t 11t f Dirchschnittapimcte, und folglich ist die 

gen n 1 afti h Zahl 1 D jp Ip nete von D und X gleich 

Wir haben somit den Sata: Die durch ß lineare projectiviscAe Systeme (ß-^l)- 
t& Stufe und "-ter Ordnung, die einen eymmietrischm Complex bilden, erzeugte 
Fläche D hat '{\'J ^ Doppelpuncte i). 

Wie im Falle I'=^Z oder /i = 4 (152, 155) würde man noch beweisen 
können, daes B auch der Ort der Doppelpuncte der nu Tipp ano-log&i Flächen ist. 



1) Salhon, a. a. 0, S, 496. 
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conjvgierten Kernßäcketi, 



C Ä P I T E L X. 

EIGENSCHAFTEN DER CONJUGIEETEN 
KERNFLÄCHEN. 

158 Wir keinen zu der Betrachtung der Fii nd dm enlal flache F^ der v teti 
Ordnung zmuck, die wir aU ganz ailgemom, aisu ohne vielfache Pimcte 
voraassetzen Wii haben gesehen (88), dass die eisten Polaiflichen allei 
Puncte des ßanmes ein lineares System im engern Sinne dei (''—1) ten Oid 
nung bilden Die Jacobiana diese« Systems, dds hei"t dei Ort dei Doppel 
puncto der eisten Polarflachen, odei auch (90) dei Ort der Puncte, deren 
Quadripolarfl ichen Kegel Bind, ist (139) eine Flache der 4(1* — 3) ten Ord 
nnng Mail nennt die'e Flache die Hf^jana cdei die Ke^nfiähe der Fun 
damentalflache 

Es seien F^ , P^ , P^ , P^ die eisten Polarflichen viei behebiger Puncte 
"i "ai "s' "i j ^'^ nicht in derselben Ebene liegen, rain kann dann (139) 
die Hes6iana als Jacobiana diesei vier Fhchen (v— 1) ter Ordnung ansehen 
Die ersten Pölaiflai,hen aller Puncte des Kaumes m Bezug auf diese viei 
Flachen bilden nun (83) einen ajm metrischen Complei aus vier linearen pio 
jectivischen Systemen dritter Stufe und (y— 2) tei Oidnung Min hat da 
durch den Satz 

Die liessuMiet lesilzt 10(1-— 3)3 DoppHpuncti , dit, auf etner uribegt etuten 
Zahl ton Tlu.i.hm 3(>'-2) fcr (hänwig (^n-^u ) ''^3^ 

Wii bezeichnen dmoh Pg^ die -iweite gemischte Polaiflache dei beiden 
Puntte i»pif<T ""*' bedienen uns im Uebiigen der schon oben (155) ange 
wendeten Symbole Man sieht dann "Ogleich, dass $^j efei (^rt dm Pole 
Um JBiene 0,113114 w( m Beisag auj die erüen Pol(wflacken dft Puncte der 
Ebene a^^iaOä '128), und auch de) Cht det Pole dei Ebene OjKga^ "» Basuff 
my die eislm Polarßächen der Pimcte di,t Ebene OjngO^ Wenn aber (83) 
die Ebene nja^a^ die ("—2) te Polarfliche eines Puncte'' r ist in Be-iug aut 
die er'ite Polarflache eines Punctes Oq dei Ebene ajOjO^ so ist dieselbe 
Ebene UjOga^, auch die erste Polatflache von Op in Bezug auf die (^—^) te 
Polaiflache von (, da« heisst, aiOgO^ ist die Polarebene lon a^ m Bezug auf 
die Quadiipolai flache von t Sj^ laf also der Ort eines Punciea x, fMi den die 
Ebenen njO^iii, "ifga^ in Bezug auf dm Qaadrtpolarfiäthe ton x conjygiat 
und 1) 

Man hat den speciellen Fall: $jj int der Ort dei- Pole der Ebene 



1) Der Schnitt von $jj durch eine der Ebenen OjaflOj, ttilgli ist offenbar der 
Ort der Berührungspuncte der eioea Ebene mit den ersten Polarfläohen der Puncte 
der andern. 
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Bji^a^ Mi Be^ity auf die eisten Polarflach&i der Funete derselben Ebfne und 
auch de) Ort cmes Fundes, dtsseii Quadi ipularfläche die Ebene 0(1^04 ie 
riihtt $j^ wild die »amliche Bedeutung in Bezug luf die tbene a^agti^ 
haben Wir nennen die Fhchen $j, ^^j gememe PoImfla,<Jten der respectiven 
Ebenen OjajOj,, ajOjH^ und die Fhche $jj die gemischte Polatßacite dei 
■selben beiden Ebenen Wir haben so (155) den feafz 

Die Hesstana viird voi d& jemmnen Folmßache einer bhebigmi. Ebene 
längs emer MaumuiTje &(>'— 2jä ler Ordnung ieii&rt uelehe der Ott der Doppii 
pufitte der e/sien Polarflächen ist tire» Pole in der gegebenen hbeite hegen 
Die beiden Berahrmtgscarven da Sessiana mit den gemeinen Polarßäckea 
Dwet beliebiger Ebenen hegen beide auf dei gen tschten Polm-ßüche dieser leiden 
Ebenen -ille gmieinen und gimufhteH Folarßaoh&i «ncl folglich auch alle dei 
aitigen Raumcurven 6(v~3y to Oidntt'g gehen duich die 10(>'— 9)* Doppel- 
puncte dei H ssiana 

159 Die gemeine PolaifliLhe <S emei beliebigen Ebene «j^o^Hj bat 
4(1'— 3)'' Doppelpuncte (162) die iiit emei iinhegiciizten Z^bl von lUchen 
2(1'— 2) ter Ordnung (P^j Pj^ ) liegLn Sind a^ a„ zwi-i ant einer gege 
benen Geraden fiiieite Pimote, und ist a^ ein auf einer andern Geraden ;; 
bewegücher Pnnct, so bilden die Pläclien Pg^,P^^ zwei projectivisohe 
Büschel, die eine Fläche P der 2{y — 'i)-ten Ordnung e^seagen, welche der Ort 
der Polarcurven (>'-2y^-fer Ordnung der Geraden o„a^ in Besmg auf die 
ersten Polarfiäehen der Pmeie von g ist (86). Wenn aber (84) die ersten Polar- 
flachen von Kp, a^ in Bezug auf die erste Polarfläche von 0^ durch einen 
Funct a^ gehen, so gebt nnagekehrt die erste Polarfläoho von Of in Bezug 
auf die (i*— 2)-te Polarfläche von (i„ durch ap,a„, das heisst, die Polar- 
ebene von ag in Bezug auf die Quadripolarflache von o„ gebt durch die 
Gerade ao«o- ^ ^^ dake^- der Ort eines Punctes a„, für den die in Bexug 
teuf die Quadr^olasflache von a„ Conjugierfe von g dweh die Gerade ttp^a 
geschnitten wird. In dieser Deünition kann man offenbar die Geraden a^ag- 
und g mit einander vertauschen , und P ist also auch der Oi-t der Polar- 
eurvm von g in Bezug auf die ersten Polarßächen dei- J'uncte von «pO^ Nach 
dem Voi-hergeb enden sclineidet die Flache P^f die Fläche P in zwei Curvea 
(v — 3)*-ter Ordnung deren eine die Polarcurve der Geraden OpO^ in Bezng 
auf die erste Polarfläohe des Punctes a^ von g, und die andere die Polar- 
curve von g in Bezug auf die erste Polarfläohe des Punctes a„ der Geraden 
ttptt^ ist. Die (v—2)^ gern ei nscliaf (liehen Puncto dieser beiden Curven sind 
aber ebenaoviele Berührungspuncte zwischen P.^ und P, und P ist daher 
audi die einhüllmde Fläclie der mudten gemischten Polasflädie zweier beweg- 
licher Pols, eines auf g, des anderen auf 0,0^, Wir nennen diese Fläche P 
die gemischte Polarßäche der Geraden g und a„ag. 

Für die Fläche <S siebt man leicht, dass die Pj^ die gemiBChfe Polar- 
fläche der Geraden Kjiig , OgBg ist. P^, hat ebenso die nändiche Bedeutung 
in Bezug auf zwei zusammenfallende Geraden, das beisst, P-, ist der Ort 
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der Pole, def&i Q^adiri^olarflädh&a die Gerade o^Oa beriihren, u. s. w. Wir 
nennen diesen Ort die gemeine Polarfläche der Geraden UgOg. Aus Allem 
erhält man sohlieeslich (152) : 

Die gemeine Falarfläche wner gegebenen Ebene wiied von der gemeinen 
Polarfläcke einer beliebigen in dieser Sbene geUgenm Geradm längs einet- 
JUcmmctifve 3(u— 3)2-iei- Ordnung heriihrt, die der Ort der Pole dei- Ebene in 
Beattg auf die m-sien Polarfiächen der Ptmeie der Gnaden ist. Die beiden 
Berührungscarven iimsi:hen der Polmflikhe der Ebene und den gem/dnea Po- 
larflächem liwder Geraden, die in dieser Ebene gebogen sind, lieget auf der 
gemiecMen Polarfläche der ieidefi Gnaden. Alle jene iremem«» imd gemischten 
Polarflächen der Gerad&i der Ebene, vnd folglich nacA alle obigen Baumeurven 
3(*— 2)2-to' Ordnung gehen durch die 4(!'— 3)^ Doppelpuncte der Polarfläche 
der gegehenmi Ebene. 

IGO, Die Fläche Pp„, zweite gemischte Polarfläche der Puncte 0^ , a„ 
lässt selbst wieder eine Deünition eu, die derjenigen für die Flächen 'S^^ 
und Pjj analog ist. Geht nämlicli die erste Polarfläche von a,, in Bezug 
anf die erste Polarfläche von a^ durch einen Pimct at, so geht umgekehrt 
(84) die erste Polarfläche von a„ in Bezug auf die (n— 2)-te Polarfläche von 
Of durch 0^, das heisst, die Polarebena von a^. in Bezug auf die Quadri- 
polarfiäche von a^ geht durch a„. P^^ ist also dm- Ort dnes Punctes n^, 
für den die Puncte a, , a„ in Bemg auf die QuadripolarfläcJie von Of con- 
Jugi^t sind. Fallen die Puncte a^ , a^ zusammen, so kommt man anf die 
Erklärung von P„g zurück (gemeine ewdte Pola^flö^e des Punctes Oq). 

161. Die gemeine Polarfläche P einer beliebigen Geraden q^Oj hat 
(u — 3)3 Doppelpimcte (151), die in einer unbegrenzten Zahl von Flächen 
("— 2)-ter Ordnung (^11,^12,.--) liegen. Man wird so auf folgenden Satz 
geführt: 

Die gemeine Polarfläcke einer gegebenen Gerodet wird von der xweiten 
gemeinen Polarfläche eines beliebigen Punctes dieser Geraden längs einer Raum- 
curvB (y—2y-ter Ordnung berührt, welche die Polaircurve der Geraden in Be- 
zug auf die erste Polarflache des Punctes ist. Die beiden Berilhrungsciirven 
zwischen der Polmfläohe der Gerad&i und den :äweilen gemeinen Polarflächen 
zweier beliebiger Puncte der nämlichen Geraden lieg&i avf der zweiten gemischten 
Polasfläehe beider Ptmcle. Alle Jene gemeinen tmd gemischten Polarflächen 
der Puncte der Geraden, und folglich auch alle obigen Curven (v— 2)*-{er Ord- 
nung gehen durch die (f—i)^ Doppelpuncle der Polarfläche der gegebenen 
Geraden. 

162. Ans dem Vorhergehenden (159, 161) folgert man; Die gemeine 
Polarfläcke einer Ebene ist die einhiiilende Fläche der gemeinen Polarfläche)), 
der Gnaden in dieser Ebene, und: IHe gememe Polarfläche iister Geraden ist 
die emhülknde Fläche der gemeinen zweiten Polarßächen der Puncte dieser 
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Geraden. Man kann noch hinzufügen (152, 155), Dh gemeinen und gemiscMm 
Polarßäch^i m;d&' Gm-aden, die in derselben Ebene liegai, werden von der 
zweiten gememen Polairfläc!te des Durehecknifiepunates dieser Geraden in dm 
nämliehen (v — 3)' Pwncten btrüJirt, (Es folgt daraus noch, dass die gemeine 
Polarfläehe einer Ebene aiu^ iMe einholende Fläche der genänen zweiten Po- 
larßäcken der Puncte der Ebene ist); und: die gemeinen und gemischten Polar- 
flächen zweier Ebenen werden von dei gemeinen Polarfläche der genieinsoiiaft- 
lichen Geraden beider Ebenen in denselben 4(i'— 2)S Pimcten berührt. Aus- 
serdem auch noch (153): Die Raumeune b{v — 3)3-ler Ordnung, Ort der 
Pole einer gegebenen Ebene in Be^ug auf die eisten Polarfiächen der Puncte 
einer gegebenen Geraden, liegt auf der gemischten Pularfläche dieser Ebene 
nnd einer beliebigen andern Ebene, welche durch die gegebene Gerade geht, 
und ebenso auf der gemischten Polaiflache dieser Geraden und einer andern 
beliebigen Geraden, die in der gegebenen Ebene liegt. U. s. w. ; u. s. w. 

163 Die ersten Polarflächen der Puncte einer beliebigen Oeraden bilden 
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a, Oj besitzen , geht ihre Durchschnittscurve durch a, und folglich muBs die 
Polarabene vun o durch o'o'^ gehen, welche Gerade die Steineriana in o' 
berührt. Dies ist stets richtig, was auch die Eichtang dieser Tangente ist, 
vrid folglich ist die Polarehene eines Puncles der Jlessiana TanyeRtialebmie 
der Steineriaata im entsprechenden Pancte. 

Man leitet hieraus ab, daas die Sf^mana eine Flache kom der 4(y~lj^v~~2h 
len Ciasee isl , denn dies ist die Zahl dei' Durchschnittspuncli; der Hes-siana 
mit der Polateurve einer beliebigen Geraden. 

166. Die Pole einer Ebene in Bezug auf die Fundamentalfläche sind 
(87) die ("—ip Durch sehn ittapuncte der ersten Polarflächen dieler Punete 
a, b, c dieser Ebene. Es sei a ein Funct der Steineriana, nnd abc die 
Tangentialebene dieser Flache in a; in diesem Falle besitzt die erste Polar- 
fläche von a einen Doppelpunot a', und die ersten Polarflächen von b und t 
gehen durch a'. Daraus folgt der Satz; Die Tangentialebene der Sf(^neriana 
hat m einmn ihrer Punete awei mä deni eorrespondierenden Punete der Hesstana 
zjisammenfallende Pole. 

167, Ein Doppelpuact «r der Hessians liegt auf der geniisehtea Polar- 
flache ;!weier beliebiger Ebenen (158), das heisst, ea gibt auf einer beliebigen 
Ebene einen solchen Punct, daas die Polarebene von lu in Bezug auf die 
erste Polarfläche dieses Punctes nnbesfimmt ist, oder anders ausgedrückt; 
es gibt in einer beliebigen Ebene einen Piinet, dessen erste Pularfläohe in t» 
einen Doppelpunct hat. Folglich ist nr ein Doppelpunot einer unbegrenzten 
Zahl erster Polarflächen, deren Pole, die natürlich der Steineriana angehören, 
(163) in gerader Linie hegen, denn es gibt einen aolchen Pol in jeder belie- 
bigen Ebene, Dem Pancte nr entspricht also au/der Sleineriima anstatt eines 
einzigen Punctes eine Gerade, von der daher jeder Punct für die Qnadripolar- 
fläehe von w ein Doppelpunct ist. Das heisat: Die Quadi-ipolarßache von a 
ist ein Ebeaenpaaa-, toelclies diwch diese Gerade gekt, und die Polarebme von 
U ieräJirt die Sieinertana längs dies^ gam-en Geraden. 

Man hat folglich den Satz: 

Die Steineriana enthält l(i(v—2P Gerade, die einzeln den Dojtpelpunclen 
ties' Ilessiana entsprechen. 

168 Zwe bez gl eh auf de Hess a nnd S e ne ani gelegene C ven 
kan man e p ecke d e ea sobald d e e ne der t de e t [ e hen le 
P ncte der P nct le an lern st &o snd z m Be si el d e ebene C r e 
4( -«)3 te dnun n 1 d e Ste ne i a dnrol e e hei eb ge Ehe e E 
gesohn tto w d d d e Eaumeurve 6( —2) ter dn g I ngs le en 1 e 
Hesanavonde „ene nen Pola-flacl e von £ be Itwrlfl58) zwe e t 
ap ecl ende C v e i d e zwe te C e 1er Ort der Dopj elpuncte de 

e sten P la -fl hen 1er Punete on D t 

ÄUn kann ad selr le It de Curve best nme welcl o de D ol 
sehn tt c e le He i a n t e ner bei ei ^e Fl cl e S 1er /« ten d n„ 
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entsfuelit Ea eei A dif eii huilendi. Hache dei Polaiebenen dei Puncte 
von Sß eine Flache die auch dei Ort der Puncte ist deren er^te Polar 
flaohen *S^ beruhii,n (94) Ist o em gemeins:,hatthc]iei Punct von ?„ 
und der HesMfina so bei ihit die Pularebene lon o ^leichzeilig A und die 
Stemeuana ira entspieclienden Puncte o llb5 Nun bemhit die eiste Polar 
flache von tr , da sie m O einen Doppeipiinct besitzt, ib„ m diesem Puncte 
o' gehurt also auch Ä an, und folglich haben dio Steinenana und die Fhche 
A einen Beiuhrung^punct in o K beruht dcAer die !iteiienaria lanqs dfr 
CWib weldie dei Durehschmüsi-urvc der Hessiana m%t S„ entspricht ') 

Dil, Puncte, in denen diese Benihrungscurve von einer behebigen Fbene 
geschnitten wird entspiechen den gememsehafthohen Pnncten von S„ und 
einer Curve 6()' — 2j ter Ordnung Dif Oidnung dn Bc-vhiungsßwne isf 
dalei 6i(i'— 3j3 

Wati kann auch nach der Ordnung you A fi^en Die Puncte, in denen 
diese Flache vcn einer behebigen Geladen getroffen mrd sind die Pole eben 
Bovielei Flachen eines Biischels welche '„ beiuhien folglich 1,137) n( A 
t(M! <7(,r Ordnung 

Ist ^=1, so nt K Ort eines Puncles dessen eiste Fclaifliche eine eege 
bene Ebene beiihit von &ei Orlming 3 v—2)^ me mai eh i iral ei J4_) 
gefunden bat 

169. 'Wii haben obo: ^b'^ ge den daes he Qiih jolaiflicle eme^paia 
bolischen Punctes der t und amen talflache ein Kegel ist ümgekehit ist es 
klar, dasB jedei Punct der Fundamentalflache dessen Quadr polaiflaohe ein 
Kegel ist, der abei semen Scheitel nicht im Pole haben darf da man sonst 
einen Doppelpunct hatte ein parabohechei Punct sein muss FolglicTi ut 
der Ort dir pa)abolist,hcn Puncte diejenige Patimcurve iy(y—2) ter Ordmung 
welche den Durch clinttt der FiMdamenialflächi. imt dei Hesitana dmstelU 
Diese-CurTB theilt natuihch die Fliehe Fy in zweiBegimen deren eine die 
hyperbolischen Puncte die ai dem die elliptischen Pincte entbilt (25 In 
ma-hing *)). Das heis(:t dif. Tangentialebene eines Pimotes der Fundimental 
fläche Fy Bchnedet diene m Piner Cuive fui die dei Beruh ingspunct ein 
Knotenpunot oder ein jsoherfei P met lat lenichdeni denelbe der eisten oder 
zweiten Kegion angehört 

170 Eine langent alebene von 1^ ist stationir venn der Beruhrungs 
punct paiabohsch ist Nun tiifft die ente Polaifliche oiies behebigen PunUe'i 
des Raumes die parabolische Curve in A,v{v—l}{v—'i) Punoten, dip Zahl druckt 



^) Das nämliche BKisonnement zeigt, dais lueh die deteloppnble Folarfläi^he 
einer Geraden die Steineriana in den entsprecliLnden Puucten dei Durchsclinitts- 
puncle dei Heaai-ina mit dieser Oemileii beröhrt Dieselbe Eigongdiaii gut fiir eine 
belieb Ige Ciirve 
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lao a n V e! atat na e Ebenen \ cli Thu LlI ebigen Punct gehen wie 
nan hon aole etg gef uden (b 

1 1 Ma setze jetzt o a s de Fundamentalfl iche F^ enthalte eme 
Gerade l, ne hei eh ^ du ch « gelegte Ebene schneidet r^, in einer Cutvc 
( IJ f e dnu g d ene Fliehe ( — Ijter Oidnung, die man ehentalh 

beliebig durch diese Curve legt schneidet F^ nochmals :n einer Eaumeutve 
c dei (y — 1)^ ten Ordnung, die min i1b Ba'ii eines Buscheis {j'~l)ter 
Uidnnng nehmen kann Eme beliebige Flithe S dieses Büschels schneidet 
r^ in einer ebenen Cune (!•— l)-ter Oidnung, deien Ebene E durch die 
Geiade a geht, denn die letztere Cuive musa die t — 1 Dnrchschniitapuncfe 
\cn S und n enthilten Man kann also Fy mit Ililfe ?weiei priieUnischei 
Biiachel eizeugen, eins das Büschel dei Ehi,nen E duioii a dis mdeie dei 
Fhehen S duich t 

Jede Bibene E heiuhit i^ m f — 1 Punoten, namlich in den Puneten 
in denen u die E entsprechende Fliehe S li ifit, denn diese Puncte sind für die 
Schnittcurve von F^ niid E Doppelpuncte Man kann die Zdhl dei Ebene 
E verlangen, welche F^ ausserhalb des Geiaden a beiiihien Eine Ebene 
E beliebig duich a gelegt heiuhit Od-— 3)^ Flachen S , denn diese bilden 
ein Buächel, denen ebensoviel Lbciien E' entsprechen Umgekehrt ist die 
einei beliebigen Ebene A' entsprechende Fhohe 3' von dei Classc (v~li{v— i)' 
und wild also ^on ebensovielen Geraden E berahit Es geschieht also 
3(1:— 3)2-i-(v— I)(n— 3)i» mal, (las awei Ebenen 17 und £' zuaammentallen, das 
heisst, es gibt (v+SX"— 2)'* Ebenen E, deien jed<, i^ in emer Ouiib{i'—l) tei 
OnMiatg mit nnem Doppdpmicte schneidet 

In dem BuBchel dei Flachen S gibt es 2(i'~31, welche a beiuhien Die 
Eerilhiungspuncte sind die Doppelpuncte dei Involution (v—W ten Gerides die 
duich die Fliehen S auf a eizeugt wiid, odei, was disaelbe ist duich die 
Curven (v— 1) tei Ordnung, die den DiiiL-hsehintt von F^ mit den Ebenen F 
bilden Die'e 9(v — 2) Puncte sind die ein-;jgen paraboliselien Puncte die 
sich auf a befinden, denn, i't ein Punct von a pirahohsoh, so muaa die 
Tangentialebene E \on Fy in diesem Pincfe let/teie Fliehe ling'j einei 
Cur^e {>— l)fei Oidnung ai-hneiden, die in obigem Puncte duich a beiuhit 
■wild Da ahei indererseits die Hessiani von dei My—i)\6a Ordnung ist, 
so müssen die 2(i'— 2} genannten Puncte die 4(1"— 2) Durohschnittspuncte 
dieeei Flache mit der Geiaden a repräsentieren DahPT der Satz 

Jede Gerade, die avf der Fundamcnta}fläehe hegt, hi^ut die Ec^nana 
ta 2(»'— 2) PuKcltu mid folghih auch die paialulische Cuiie 

172 Was ist die Oidnung des Ortes der Faaie oseuherendei Geiiden 
dei Fundamenlalfiiche in den Puneten dei Durehschnittscurve dieser Flache 
mit einer andern Flache S„ der ;U len Oidnung? Eiinnern wir uns, dass 
die Oscuhei enden in einem Puncte von Fy den Durchschnitt dei ^^larehene 
mit dei QnadripohiÜiUie dieses Puncte'' bilden (b1) Es «ei dabei y eine 
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beliebige Gerade, x ein beliebiger Puai-t diesei Geraden Wenn eine Quadri 
polarflache durch x geht, so ist d(,r Ort des Poles die zweite Polarflache 
\on X, welche die Curve (iiv) in /iv(i/ — 2) Pun;.fen schneidet, and die Polar 
ebenen diesei Puncte treften g in I'j{v—2) Punoten x Umgekehrt haben 
die Polarehenen die duich einen beliebigen Punct x' von g gehen ihre Pole 
aut dur eisten Pularllache \on x', welche die Curve (i'v) in /iv(«—\) Punoten 
tieffen, deren Quidnpulaifl^Lhen S^uvlv— 1) Puncte t auf g bestimmen Es 
gibt also auf g 

Puncte, in denen ein Puni.t x mit einem Puncte X zusammenfallt Man 
eihalt so den Satz 

Der Oh der Oscuttm eiuim der FmdamenMJläthe m den Puncfeti da 
DuichechmtUiwie des-flbm rad einer andern Flache S„ ii-ter Ordnung tsl 
etne Fläche dm fi'(Si'—i)tm Ordnung 

Für diese im Allgemeinen windschiefe Flache ist die Cuive (fy) doppelt, 
denn jedei Punct deiselben ist dei Dmchschnitt awaiei giadhmger Gene 
latiRcn Ist /'=1, so scbneiJet dei fiigliehe Ort die Ebene 'iS in dem 
bchmtte dei Fliehe F^ duieh S und m den S^Cv— 2J stationären Tangenten 
diesei ebenen Curve 

Ist ;i = 4(v-2), so geht die Ordnung des OHes in 4^ "—2X8''— 4) über, 
ist aber .§„ die Hessnna, so daif man nui die Hälfte dieser Zahl nehmen, 
da in diesem Falle die Cune {ß") die piiabthsche Cuive ist (169), und 
folghch in jedem ihrer Puncte die beiden Uscuhei enden ^usammenfalien 

In demselben Pille ist dei Oit eine De^eloppible da die Tangential 
ebene eines paiabolisehen Piinctes \un t^ stationir ist das heisst, dt sie 
als eine Bitangentialebene betiachtet weiden muss, deien beide Berulnungs 
puncte unendlich nahe sind, und da zwei stationaie Ebenen, die unmittelbar 
anf einander folgen, duich die Oscuhereude gehen (31) Daraus folgt Der 
Ort der Oaeuherenden langt der pai dbol%)>cheii Curvt.Ja.lU mit der etiihiiUen- 
d^n Fluche da alattonuien Ebemn "usammen^), deren Classe wir schon 
fiuher bestimmt haben (bl) 

173 Man \eilangt die dr Funäametitaiflüvhe längs drr Durchs hmits 
curoe > ier Oidnvng mit einer Ebene E mngeich leiene Developpable 

Die erste Polarflache eines beliebigen Punctes x des Kauines tntit die 
Cuive (") in i'f'v — l)Pancten, also ist die Classe der Deoeloppablen gleich v(i'—l) 

Wenn znei dieser v(v — 1) PunUe zusammenfallen, so geholt dei Punct 



1) Diese Beieloppalle ist der Sleiiieiiana längs dei (uive lon dei Ordmmg 
Zv{y — 3)^ winjEsehn^en, uelehe der jmalohschen Lurve entspricht (16S) In der 
7hat, lat em parabolischer Punct, so berllhrt die — hier siationare — Palarebene 
von m ^diesem Puncte die Fnndameiitalfläche und un correapondietenden Puncto 
die Stemcrmua (Ifj5) 



y Google 



17S— 174] Eigenschaften der conjngicHeii Eernfiächen. ]45 

X der Developpablen an. Wieviel solche) Pujicte gibt ea nun auf einer 
beliebigen Geraden 5? Die ersten PolÄrfliehen der Puncte von g bilden 
ein Büschel und schneiden also die Ebene E in einem Curvenbüschel (v— I)-tev 
Ordnung in dem es ni^v—h) Cuiyen gibt ^1 , welche die Curve (v) berühren, 
sobald man diuse ohne vielfache Puncte voraussetzt. Hat diese Curve S 
Doppelpuncte nnd Jt Spitaen (das heisst, hat E S gewöhnliche und x stationäre 
Berührungen mit F^), so geht obige Zahl über in ''{%-^~b)—{23-\-Zx)^). Diese 
Zahl ärikkt dalier die Ordnung vnsrer Devdoppdblen aus. 

Gibt es unter den c(u— 1) Durchschnittspuncten der ersten Polarfläehe 
von X mit der Curve (") drei znsammenfallende Puncte, so liegt x auf der 
Cuspidalcurve dar Developpablen ; hat dagegen die erste Polarfläche von x 
zwei Berührungen mit der Curve (y), so ist X ein Punct der Doppelourve 
der Developpablen. Man kann daher nach der Zahl derartiger Puncto x auf 
einer beliebigen Ebene fragen. Die ersten Polarflächen der Puncte dieser 
Ebene schneiden E in einem Curvennetze {k— l)-ter Ordnung, in dem es 

Curven gibt, welclie die Curve (i-j osculieren, und 

Cnrven , welche die nämliche Curve in zwei getrennten Puneten berühren. 
Diese ZakUn drücken, die Ordnmig der Ouspidakurve und die Ordnung der 
KitoleruMTve der Developpablen aus, um die es sich handelt. 

174. Was ist der Ort eines Punctes, dessen, Quadripolarflädie in Besug 
auf F^, durch die Scheitel dnee Tetraeders geht, das ekier gegebenen Fläche 
8 zieeiter Ordnung conjugiert tstt Seien a, b zwei beliebige Puncte des Baumes; 
c die Curve (»— 2)*.ter Ordnung, die der Durchschnitt der zweiten Polar- 
flächen von tt, I) ist, nnd folglich Ort der Pole der Quadripolftrflächen, welche 
durch diese Puncte gehen; 0.', b' die Puncte, in denen S die in Bezug auf 
S reciproke Gerade von ab schneidet. Die Quadripolarflächen die durch a 
und b gehen, bilden eine Reihe, von der ("—2)3 durch einen dritten beliebig 
gegebenen Punet gehen. Es wird daher auch (!•— 2)3 Quadrifläehen dieser 
nämlichen Eeihe geben, welche das Segment o'b' harmonisch theilen, das 
heisst, die Cnrve e trifft den gesuchten Ort in ("— 2)^ Fancten. Folglich ist 
dieser Ort eine Fläche von der Ordnung 

(._3)B:(._2)3 = v-2 . 

Jeder Punct, der diesem Orte und der Hessiana gemein ist, ist dann 
der Pol eines Qufldripolarkegels, der einem ,S conjugierten Trieder umgeschrieben 
ist. Folglich hat man (168): Der Ort der Schofel der Quadrihegd, welche 



1) Einleitung, Nr. 37. 
B) Einleitimg, Nr. 103- 
3) Einleitung, Nr. 103. 
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den der gegebenen Qftadrifläche conjugiertea THedein umgeach itben, s 
, der 6(1-— 2)»- 



175. Was ist der (h-t emes Punktes, deMen QwadnpolarßäJie emem 
Tetraeder eingeschrieien üt, daa eine)" gegebmea Flache S isvieiler (hdaung 
conjitgiert igt ? Es seien A, B zwei beliebige Ebenen , t die Curve 9{i'— 3)* ter 
Ordnung, diu den Durubechnitt der gerne inen FokifI,i,Lheii dei Lbeaen Ä, B 
darstellt, und somit Ort der Pole der Quadripolarflächeu welche beide obigen 
Ebenen berühren ; A', B' die Tangentialebenen von S, wekhe duich die in Be 
zug auf (S reciproke Gerade von AB gelegt sind. Die (juadiipolartidohen, 
die A und B berühren, bilden eine Reihe, von der je 27(i'— 2)' eine beliebige 
drilte Ebene berühren; es gibt daher auch 27(i' — 2)ä aolcbei riacheo welche 
zu den Ebenen A', B' conjugiert sind. Die Gurre (, enthalt also 27(1"— 2j* 
Puncte dea gesuchten Ortes, und dieser ist daher eine Flache von der Ordnung 
27(1-— 2)9:9(1—2)2 =T 3(v-2) 

Liegt ein Scheitel x des zu S eonjugierten Tetraedeis auf !i seilst, so 
ist seine Gegenflache die Tangentialebene dieser Flache in r, und von den 
diei übrigen Seitenflichen fallt eine mit deieeiben TangentuI ebene zusammen, 
und die beiden ihrigen sind znei behebige Ebenen, die man durch zwei 
coajugierte Tangenten von i5 in e gezogen hat Ein solches Tetrieder kann 
man daher stets als einem Quadnkegel ^ ora Scheitel % umgeschrieben ansehen 
Ist folglich X ein gemeinschaftlicher Punct von S und der Heaaiana, so gehDrt 
der Pol dea Polarkegels vom Scheitel X dein Oite an, um den es sich handelt, 
das heiast dieser Cht schneidet die Hebsiana in det Gurre, tadle dir D-urch 
ecknittacurie dm Steinenana mti S ealtpncht 

Wenn S das System zweier Ebenen ist, so Hud dei botraJitcte Oit 
oflenbir die gemibchte Polaifiaohe dieser Ebenen (,158) 

176 Wii suchen den Ort eineo Punctea, dessen Quadripolarßäehe m 
Be»iig au/- die Fundamentalßachi F^ dwrch die 'xheitel eines TeUued^s geht, 
welche/, de) Quadnpolm flaute dea Mmhchea Futttfea tu Bexug auf die He^nana 
conjugiert ut 

Ea sei g eina behebige Geiade, X ein Punct auf g Dei Ort der Pole 
dei Quidripolarflachen in Bezug aut F^, die den Tetiaedern nmgeschueben 
sind, welche der QuadnpolarfliLhe des Punktes x nach der HesEiana genommen 
conjugieit sind schneidet die Gerade g in ("—2) Puncten x (172) Soll 
umgekehrt eine Quadnpolariiache in Bezug auf die Hessiana einem Tetraeder 
eonjugiert sein das der Quadri polarflache des Punctea x' in Bezug ani F^, 
eingeBchneben ist (das heisst nenn diP eiste Quidnflache einem der zweiten 
coniugierten Tetraeder eingeschi leben sein soll) so ist der Ort (175) eine 
Jlache von der Ordnung 3[4{i'— 2)-S], welche g in ebenaovielen Puncten 
X sthneidet Diese Geiade enthalt also v— 2 + 12(ii— 2)— 6 zusaramenfaUenden 
Puncte iE, x', oder mit andern Weiten, der geauchie Ort ist eine Fläche der 
{\Sv~Z2)-aien Ordnung, 



y Google 



174 — 173] Mgenscha/teii der eovjugisHen Kemßächen. J47 

Betrachtet ma,» die gememscbaßlichen FuDcte dieser Fläche und der 
Heasiana, so können wir weiter behaupten: Der Ort eines Puuctes der Hes- 
siana, dessen Polarkegel einem der Qaadripolarfläclie des nämlichen Punctes 
coojugierten Trieder umgeschrieben ist, dieae Fläche nach der Hessiana 
genommen, ist eine Eaumcurve von der Ordnung 4(c— SXIS"— 33). 

177. In ähnlicher Weise findet man den Satz: Der Ort eines Pwiictes, 
dessen Quadripolarßäehe nach Fy einem Tet^-aeder emgeaehrieben ist, das der 
Quadripolarßäche dm nämlichen Fvaiotes in Beaug auf die Hessiana conjugierl 
ist, ist eine Fläche T der Ordmmg 

4(,_2)--2 + 3(v-3) = 7v-ie . 
Diese Fläche schneidet die Hessiana in einer Curve, von der jeder Punct 
in Bezug auf F^ der Pol eines Quadrikegels ist, dessen Scheitel auf der 
Quadripolarfläche des nämlichen Punctes in Beaug auf die Hessiana liegt. 
Folglich ist der Ort eines Fimctes der Hessiana, dessen Qaadi-i^olarfläche nach 
der Hessiana genommen, dureh den ^dspreehmden Ptmct der Steiiierimta geht, 
eine Jtaim,curve der 4(1— 2)(7i'— 16)-<e!i Ordnwig, die auf der FULäie T liegt. 
Diese Curve geht zweimal durch die 10{i'— 2)^ Doppelpancte der Hessiana, 
denn jeder Punct derselben hat eine unbegrenzte Zahl entsprechender Fun cte 
in gerader Linie (167), welche die Qaadripolarfläche dieses Punctes nach der 
Hessiana genommen zweimal schneidet. 

178. Was ist der Ort eines Pimetes, dessm Polarebeae wt Benug auf die 
Hessiana die Quadripolarfläche des TtämUcIcai Punctes in Bexug auf F„ 
berührtt Es sei g eine beliebige Gerade; X ein Punct auf ^; X die Polar- 
ebene von X in Bezug auf die Hessiana. Die Quadripoiarflächen nach F^, 
welche die Ebene X berühren, haben ihre Pole auf der gemeinen Polarfläche 
dieser Ebene (158), welche g in 3(1-— 2) Puncten e' schneidet. Seil umge- 
kehrt eine Polarfläehe dra-eh x' gehen, so ist die entsprechende Ebene Tan- 
gentialebene der Quadripolarfläche von x' Nun hegen aber die Pole — nach 
der Hessiana genommen — - der Tangentialebenen emei Quadrifläche auf einer 
Fläche der 2[4(i'— 2) ~ l]-ten Ordnung i9f>), die g in ebensovielen Puncten j 
schneidet. Die Gerade g enthält also 

3(1- -2) +0(1'-'')-'' = ny-2i 
zusammenfallende Puncte t X, und der gern hte Ott tt aho eite Fütle 5 
der (lit' — 24) eten Ordiing 

Ein Punct t der Flache T (177) ist der Scheitel eines dei Quadnptilar 
flache lon X nach F,, genommen mge'.i.hnebenen Tetraedeis das zugleich 
der Q iadiipolarfla(.he des nämlichen Punt.les in Bezug auf d e Hessiai a con 
jugieit ist Tvenn nui 1er Punct x auf dei reciprofcen Polai-fliche der eieten 
Quadiifliche m Bezug auf die znele hegt in weli-hem Falle die Polarebene 
von JE nach dei Hessiaiii genommen die Quadripolarflacl e desselben P in(,tea 
für F^ beruhtt Das heisst untei dieaei Voiaussetzung ist x auch ein Punct 

lü-^ 
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von S. Der Ort eines Punetes also , der ein Schetlel eine^ Tetraeders ist, da» 
hezüglich den Quadripolarßächen, dessdben Pvnetes nach F^ und nach der 
Hesaiana genommm, vmffesehrieben und crmjtigiert ist, ist eine Raumcurve von 
der Ordmimg (llv— 24)(7i'— 16}, die den Dvrchacknüt iter Flächen E iaid T 
Mldet, 

179. Was ist der Ort eines Fimctes, deaaeai Polarebene in Bezug auf 
die Heasiana einer gegebenen Ebene E^ in Bezug auf die Qtiadripolarßäche 
desselben Pmtetea oonjugiert ist, letxtere Fläche nach Fy genommen^ Ist X 
ein Punct einer Geraden g, und X die Polarebene Ton X in Bezug auf die 
Hesaiana, so achneidet der Ort der Pole der Quadripolaiflächen nach Fy, für 
welche E;^ und X zwei conjugierte Ebenen sind, g in 3(>'— 2) Puncten x' 
(152); umgekehrt, ist g der Pol der Ebene E^ in Bezug auf die Quadripolar- 
flaohe eines Punctea x', diese Pläclie nach der Fundamentalfiache genommen, 
so schneidet die erste Polarfläche von g in Bezug auf die Hessiana g in 
4{^_2)— 1 Pimcten x- Die Gferade g enthält also 3(1-— 2) + 4(>'— 2)-l aa- 
aarameufallende Punete x, x' , das heisst der gesuchte Ort ist eine Fläche S^ 
von der Ordnv/ng Iv — 15. 

Ist x ein Puact der Hessiana, für dessen Poiarkegel der Seheitel auf 
der gegebenen Ebene liegt oder auf der Polarebene von x in Bezug auf die 
Hesaiana, so gebort dieser Punct x dem Orte S^ an, denn, da die durch den 
Scheitel gehende Ebene eine unbegrenzte Zahl Pole hat — auf der Polar- 
geraden der Ebene in Bezug auf den Kegel — , so ist sie für jede beliebige 
andere Ebene oonjugiert. Der erste Fall hat statt fiir die Pole der Poiar- 
kegel, deren Seheitel auf der Durch schnitte cur ve der Steineriana mit der 
Ebene Erliegen; folglich geht der Ort S^ durch die Raumcurve eCi'—SjMer 
Ordnung, ivelche dem ebenen Schnitte E^ der Steineriana entspricht i). 

Die zweite Voraussetzung tritt dagegen ein, wenn die Tangentialebene 
der Hesaiana in x durch den Scheitel x' des Polarkegels geht. In diesem 
Palle gehört der Punct x offenbar auch der Fläche © an (178). Was also auch die 
Ebene E^ ist, stets geht der Ort S^ durch die gemein sohafüiche Curve von 
S und der Hessiana ^). Diese Curve ist von der Ordnung 
4(>'-2)(7v-15)~e(c-2)2=g(i'-2)(lli'-24) 
und diese Zahl ist die Hälfte des Productes ans den Ordnungszahlen der 



1) Der Ort §,1 und die gemeine Polarfläehe der Ebene Ex schneiden aich noch 
in einer andern Eaumourve von der Ordnung 3(1-— 2)(5i— 11), die offenbar der Ort 
eines Punotes ist, dessen Quadilpolarfläche in Bezog auf i^j^ die Ebene Ex beröhrt, 
und dessen Polarebene in Bezug auf die Hessiana durch den Berübrungspunct geht. 
'') Jeder gomelnschaftlielie Punct der Fläche © und der Heaaiana gehört auch 
S an, denn sobald die Polarebene nach der Hessiana den Polarkegel berühren 
muas, so gett sie durch den Scheitel desselben. Im Falle v = 3 ist die Durch- 
schnittscurve Kwiachen © un3 der Hesaiana die der paraboliaelien Curve ent- 
sprechen de. 
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Fläche S und der HeHsiana, folglich ierükrem sich diese beiden Flächen mer~ 
all, wo sie sieh trefen, und miar läng» einer Baumctirve <kr 2(v~iXllv—2i)-glea 
Ordnimg, Ort emes Pmicles, dessen Polairebe^e im, Bestig auf die Hesaiana 
dweh den entspreckeacUn Pwnct der St&nericma geht. 

Alle dinse Flächen S der (7v— 15)-tBn Ordnung bilden, da eie durch die 
nämliche Curve3{i'~3Xlli'—34)-ten Ordnung gehen, ein lineares System. Inder 
That, sind a, b, t drei beliebig gegebene Pnnete dos Raumes ; Ä, B, C die 
Polarebenen von n, b, c in Beaug auf die Hessiana; und a', b', t' die Pole der 
Ebenen A,B,C in Benug auf die Quadri polarflächen von n, b, c nach F^ 
genommen, so bestimmt die Ebene i'^ o'b'c' die einzige Fläche S, die dmch 



180. Man sucht den Ort eines Fwnctes, für dm die gememsame Gerade 
«räwr gegebenen Ebme E^ imd der Polarebene des Pvmctea in Benug auf die 
Hesaiana die Qaadripolarßäche des nämlichen Punctes nach der Mmdamenial- 
fläche genommen berührt. Um die Aufgabe zu lösen, nehmen wir auf einer 
beliebigen Geraden g einen Piinct x an; dann sehneidet die Polarebene von x 
nach der Hessiana genommen E;( in einer gewissen Geraden, und der Ort 
der Pole derjenigen Qu adripolarflacheu in Bezug aufF^,, welche diese Gerade 
berühren, schneidet g in ^(y — 2) Puncten t' (159). Umgekehrt wird die 
Quadripolarfläche für F^, eines Punctes X von der Ebene E^ in einem Kegel- 
schnitte getroffen, der SCic — 9) gemeinschaftliehe Tangenten mit demjenigen 
Schnitte hat, den die nämliche Ebenein der einhüllenden Fläche [4(j'— 3)— l]-ter 
Classe (93) der Polarbenen der Punete von g nach der Hessiana genommen 
macht. Dm' gesnehte Ort ist also eine Fläche X^ von der Ordnung 
2(i'-2)-i-2(4i'— 9) = 2(5i'— II) . 

Die Fläche E und die Fläche S^ in Bezug auf die Ebene Ex (179) 
haben eine Curve der Ordnung 2(v — S)(lli'— 24) gemein, und soiineiden sich 
also in einer andern Eaumcurve von der Ordnung 

(7>'-15Xllv-24)-2(i'— 2)(11i'-24) = (5j'— !l)(liv-34) . 
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Nun sieht man aber leicht nach den Definitionen des betr^-ffonden Ortes, 
dasB jeder gemeinBame Putict von SCi und S, und ebenso jeder gemeinsame 
Punct von Si^ und der Polarfläohe von E^ nothwendiger weise auch auf %i 
liegt, vnd folglich wird die Fläche Sd^ durch die Flöche E langg der Raam- 
cttrve (5^— ll)(llv— 24)-e(er Ordnung herilhrt, und von der gemeinen Folar0ehe 
der Ebene E^ längs (for Raummme 3(i'— 2j(Öi' — 11)-^^ Ordnung; beide Be- 
rührungseurven liegen gleichediig auf der Fläche S^ '■). 

181, Man verlangt den Ort eine» Pmictes, dessen Polarebene in Bemg 
auf die Heesicma die QwtdripolarfiäiAe des nämlichen Punctes in Bemg auf 
Fj, imd mnei gegebenen Ebenen E^ , E^' in einem Kegelschnitt und swei am dem- 
seHen eonjugi&rien Geraden schneidet. Es sei X ein Punct einer beliebigen 
Geraden g; Z die Polarebene von x in Bezug auf die Heasiana, dann is' 
der Ort der Pole der Quadripolarfiäehen in Bezug auf F^, welche die Ebene 
E/^ in Kegelschnitten schneiden, die zu den Geraden XE^,XEx' eonjugiert 
sind, die gemischte Polarfläche dieser Geraden (159), die g in 2(v— 2) Punoten 
yf Bcbneidet, Umgekehrt sei Q die Quadripolarfläche eines Punctes x' in Be- 
zug anf Fy, dann weiss man, dasa die Ebenen, welche die Quadrifläche Q 
und die gegebenen Ebenen Ei , E/ längs eines Kegelschnittes und zwei 
oonjtigierter Geraden schneiden, eine andere Qnadritläche umhüllen. Diese 
Fläche und die Einhüllende der Polai'ebenen der Puncto von g in Bezug auf 
die Heesiana haben 2[4(i' — 2) — 1] gemein echaftliche Tangentialebenen, denen 
ebensoviele Pole x auf g entsprechen. Der verlangte Ort ist also eine Fläche 
X^/ der Ordnung 

2(i'-3)4-2(4^-9) = S(5i'-Il) . 
Jeder gemeinsame Punct t von © und tXj let so be'ichaflen (180), dasa 
seine Polarebene in Bezug aut die Heseiwa die Quadripolarfliche von x nach 
Fy genommen und die Ebene F^ in drei duich ein und di'nselben Punct 
gehenden Geraden schneidet Die letzte von diesen Geraden hat eine unbe 
grenzte Anaahl Pole in geiadei Linie m Bezug auf den Kegelschnitt, der 
durch die beiden ersten Geraden gebildtt wird Dtraus folgt, disa die letztere 
Gerade in Bezug auf genannten Kegelschnitt jeder Geraden conjngiert ist, 
die in der erwähnten Polarebene \on t gezogen werden kann , also ist t auch 
ein Punct des Ortes JS^^'- Das heisst aber Dttsei Oit geht dtiriA die beiden 
Curven der {bv—\\)(Xlv—'2i)-sten Ordnung, im denen sieh die PUlch&t © imd 
benüglich SQ^ J^id ff^^' berühren. 

182. Man verlangt den Ort eines Pwnctes, dessen Polarebemn in Bezug 
auf Fjj und die Hessimta, und dessen Quadrioplarfläche in Bezug auf F^ 



I) Ea folgt hierans, dass der Verein" der Hessiana, von Xx "lä einer belie- 
bigen Pläehe $ der (iv — 9)-ten Ordnung mitteUfc zweier projectivischer Böschel 
erzeugt werden Itann, nämlich (©, g^$, ...) der (lll'~24)-ten Ordnung und (S^. S^fS.-) 
der (7v — 15)-ten Ordnung, Hierin beaeicbnet S^ die gemeine Folarflä«he der Ebene^^- 
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einen, Pimef auf '">«' gegebenem Ebene E qemtrn. hahen Es sei v ein Pciuct 
einer beliebigen Geiailen g, üann trifft die den beiden Polarebenen von X 
gern eins, chaftliche Geiiile die Ebene E in einem Puncte g und die Pole der 
Quadnpolarflaehen in Bezi c auf F^, welche durch s gehen , liegen auf der 
zweiton Polarflifhe dieses Punctes Diese letzte Phche «chneidet g in i*— 2 
Puncten je UmgekehU schneidet die Quadripolai flache eine« Punctea f mch 
Fy genommen die Ebene B in einem gewissen Kegelsohrntte t , es gibt nun 
aber auf g eine Zihl von 10(i'— 3) Pimcten t von denen jeder die Figen 
Bchaft besitzt, dass seine Polarebenen in Bezug auf F^ und die Hessiana 
sich auf / schneiden 1), der gesuchte Oit ist also eine Flache ll(i' — 2) ter 
Ordnung 

Was auch die Ebene E ist, immer geht diese Flache durch die 2(u— S) 
Puncfe 0, in denen die Hes'dana von einer Geraden a berührt wird, die auf 
der FundimentnMache hegt (171) denn die Polarebenen und die Quadii 
polarflache von a gehen gleichzeitig durch die Gerade a und haben daher 
mit jeder gegebenen Ebene einen Pimct gemein 



1) Ourcli einen beliebigen Punct i einer Geraden r kann man znei erhtp Polar- 
flachen in Bezug auf F^ legen ileren P 1 d Du h hnittupuncle von L mit der 
PoHrobene lon i imd Die ersten Pnla fll h d P I m Bezug auf die Hessiana 
treuen ferner r la 2(4v— q) Pincten i Imf, keh t k n man durch einen Punct 
i' zwei erste Folarflächen in Bezug auf d H a 1 gen, deren Pole die Dureh- 

schnittapuncie von Ic mit der Polareb n n i B ug auf die Hesaiana sind 
Die ersten PolarflSchen dieser Pole in B gaufT hneiden )■ in 2(t— 1) Punelen. 
i'. Auf T fallen also 

mal zwei Funete i uii 
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GAPITEL I 

ANWENDUNG DER ALLGEMEINEN THEORIE AUF 
EINE FUNDAMENTALFLÄCHE DPITTER ORDNUNG 

183 D F d t Ifl h j f t FI b r d d tf d 

^d 1 l!m dhth IflPtuiJL 

t Dm t Tl 1 b w St th It b 

g ZU E^ hftd IhFlb bwllt 

htdb tdjllSt pb hb -^ 

djg klw fdFlbddttOdgSpll 

d Ch kt tis h gibt 

D rag wig Flld tPIrll gIldQd 

pUflht j llei d H na d St na et d d 2b 

FJäcTi vierter Ord g d h h U Clas m (163 165) Dte 

P i Fläche e> si he sie! laei ti d mp '^ d o o et eni- 

sp, k d P t tjddbheilei P l heg l des P ! W 

a der P l jdemderP ha d Hes m d P I ebe> 

des df P cl T tu} aleb DIbPt dfjd 

Q d p I fl I j g t (1 9) 

18ä D t g m bt P I fl 1 Pf b d 

Eb 1 10t IhPtddPtbBg 

f O ö 1 1 fl b j t d (1 0) D kt 1 d 

Pt blhg htPlb gb fidtml d 

Pmt tllgdW DQdplfll dP tdggb 

Ebbld Nt ddPll BfeifdFlIn 

gb mmlhdbd Ib P tbwih lg htP tt 

Dktm ft lltd mbtPlb m ggb 

Gdg blbtdPtb dLlffDh 
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Bohu tt 1er P li ebenen ^un o n Bezug vil 1 e Q ad pola flachen der P ncte 
o g Nun s 1 ne det j de Hee a a n P ncten nd folglt^li tüiidln 

üe Polarebenei e es g j be e P Us a n Be uj a f l Pol k gel e e 
Fläefe ner e Claase Ist n e n P nct 1er Hess ana so „eht le nem sthf e 
Polarebene mmor du eh a (Sehe tel des Pola kegeis von a) n d esem Falle 
also umhüllen de P larebe en on n in Bezug auf d e Pola kegel e nen 
Kegel V e te Klasse 

Ist a bei eb j, ra Ea ne gegeben and b bewegt s ch in emer festen 
Ehe e E o gel t d e genutcl te Pols ebene mmer du ch e ne festen P net 
t len Pol von U n Bez g a f d e Q idr poh flacl e von a Betch e bt 
al b d D 1 sehn itaa ve der Hess ana m t de Ehe e £ o mhullt die 
gern s hte Pola ebene e en Kegel vo n Sehe tel t v erter Cla e 1er der 
len gen Flache umsohreben st d e man erhalt wen b de Hess ana dureh 
1 nft das he st ? t Polareb&ien eines festen PunUei %n Beiug a f alle Pol 
Icegel le en STie ^lauj de selbe Ebmelteg&t wmÄiito e et 1 gel v erter Classe 

185 Wis wir im Allgemeinen g''m,ia''kt<, PolarflaJie zweiei Geraden 
g g genannt haben, wud hiei eine Quadiifliche (ein Hjreiboloid) und da 
im gegenwaitigen Falle die Polaicurve einer Geladen in Bezug auf eine eiste 
Polarflaohe (86) die reeiproke Gerade det gegebenen Geriden in Bezug auf 
eine Quadnpolai flache ist, so ergibt «ich, daea das Polarhyiierholoid zwei^ 
Geraden g g' dei Ort der reoptoLen Qi^adfn fui jf^ der gegebmen Geraden, 
in Be-sug auf die Qua'dnpolarfläch<.n der Puade der andern tat, oäei auch dei 
Ort eines Punctes, für welchen die Eeoiproke einer der beiden Geladen in 
Bezug auf die Quadripolai flache dieses Punctes die and et e gegebene Geiade 
schneidet 

Ist i ein vaiiabler Punot auf g und a,b zkci feste Puncte \on g', so 
ist das Pulaihjperboloid duich zwei pri lectivische Büschel erzeugt (159), 
in denen die gemischten Puliiebenen der Puncte a I den gemischten Polar 
ebenen dei Piinete b i eatspiechen Die beiden Punele n, b können natürlich 
duich awei andeie btliebige Pun;,te von g eisetzt werden, und Am Polaihyper 
boloid iweier (jeraden tsl also auch dy einhtillende Flache de) gemtochten, 
Polarebene tnoeier auf dai gegebenen Geladen tariabler Puncte, eines aufjedö 
Geraden 

ISb Wenn g, g ausa mm entallen, erhalfen wir eine gemeini. Polaifliehe 
einer Geraden g die an Kegel ziveiter Ordnung ist (<t5, l'JS) dessen boheilel 
det Pol der Quadrifclarflache ist, welche duich g geht, und dessen Gene 
ratmen die zu g reeipioken Geiiden in Bezug auf die Quädiipolai fliehen 
der Puncte \on 3 smd Dieser Kegel ist die Enveloppe da Polarebenen der 
Puncte )ö« g, und daher auch dei Oit der Pole deijenigen Quadiipolai fliehen, 
welche g berühren Wii geben dieser Phohe den Namen Folarkugel dei 
Geladen g, den man abei mcht mit dem Polarkegel eines Punctes dei Hes 
siana verwechseln darf. 
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187. l)ü gemüchle Polwßäche zieeier Ebenen E, E' ist von der dritten 
Ordnung (158), und ist der Ort der Pole emer Ebene in Benug auf dk Qua- 
dripolixrfiächea d^ Ptmcle der andern Ebene oder awh, was auf dasselbe hin- 
ansläuft, rfer Ort (for Pole dner QuadripolaTfläche, in Bezug aufweiche die 
Ebenen E, E' conjugiert sind. 

Der Ort der Pole einer Ebene E in. Bezug auf die Quadi-^ol<erßäehen 
der Puncte einer Geraden g (128) ist ehe cubische Raumcurve (Raiimcurva 
dritter Ordnung); sie liegt auf dem Polarhyperboloid von g und einer andern 
beliebigen auf E befindlichen Geraden and ebenfalls auf der gemischten Po- 
larfläche von E und einer andern beliebigen Ebene, die durch g geht (162). 
Daraus folgt, dass das Polarhyperboloid zweier Geraden g, g", wenn g fest 
ist und g' variabel in einer Ebene E, ein Büschel vou Flächen erzeugt, die 
durch eine feste cubiache Eaumcacve gehen. 

188, Fallen die Ebenen E, E' zusammen, so erh'ält man die gemeine 
PolarßdBhe einer Ebene E, welche die einhüllende Fläche der Polarkegel der 
Geraden sind, die in der gegebenen Ebene liegen (159), und gleichzeitig der 
Ort der Pole der Ebene in Bezug auf die Quadripolarflächen der Puucte der- 
selben Ebene (158). Diese zweite Definition kommt darauf zurück, daes die 
genannte Pläehe der Ort eines Punctes ist, dessen Qnadripolarfläohe die gege- 
bene Ebene berührt. Folglich fallt (94, 162) dieselbe Fläche mit der En- 
velofpe der Polareben^m, der Pwitcte der gegebenen, Ebene zusammen. Sie ist 
von der dritten Ordnung, von der vierten Clause und besitzt vier Doppel- 
punote, die auf den Polarkegeln und den Polarhyperboloiden aller Geraden 
der gegebenen Ebene liegen i). 

Es Bei ein Punct dieser Fläche. Die Quadiipolaifläobe von n berührt 
dann die Ebene E und schneidet folglich diese Ebene in zwei Geraden, die 
sich im Berühnmgspuncte a' kreuzen. Die Polarebenen der Puncte dieser 
Geraden müssen durch a gehen und anderswo die Fläche berühren; ein 
beäebiger Punct der Fläche ist ako der Scheitel zieeier der Fläche umgeschrie- 
bene- Quadrikegd (es sind dies die Polarkegel zweier in a' sich kreuzender 
Geraden). Die Polarehene von a' berührt die Fläche in a. 

Ist a einer der Doppelpuncte der Flache, so müssen die beiden Beriihrungs- 
kegel zusammenfallen ; folglich schneidet die Quadripolarfläehe von a die 
Ebene E in zwei zusammenfallenden Geraden. (7«(w den Quodripolarßächen, 
die eine Ebene B beri^en, gibt es also vier Kegel; ihre Pole, die auch der 
Hessiana angehören, siTid die Doppdpimcte der gemeinen Polarfläche des- Ebene, 

Diese Fläche ist die Eeciproke der Mömisclien Fläche STEmEEs ^). 

1) Liegt ein Fund im Unendlichen, so ist seine Folnrobene eine Diametralebena 
der Fuudamentelil&ebe. IHe Enoeloppe der ßiamelrrdebenen ist also die gemdne 
Polarßäche der v/nendlich enl/emlen Ebene, Diese Flache ist der der F^ längs 
des Schnittas im Unendlichen umgeBchriobeaen Developpablen eingeschrieben (100). 

2) Man sehe die Monatahericlite der K. Akademie 2u Berlin (Juli und November 
1563) und Crelle-Borchardt's Journal, Bd. 63, S. 315. 
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189. iBt eine Ebene S fest und die andere Ebene £' nm eine Gerade 
g variabel, so bilden die gemischten Polarflächen der Ebenen E, E' ein 
Büschel. In der That, muss eine solche Flache durch einen gegebenen 
Punct t gehen , so geht die Ebene E' durch den Pol von E in Bezug auf 
die erste Polarfläche von x. Die Basis des Büschels ist aus einer Raiimcurve 
sechster Ordnung (Ort der Doppelpuncte der Quadrii)olarflSchen der Puncte 
der festen Ebene) und einer cubiachen Eauracurve (Ort der Pole der festen 
Ebene in Bezug auf die Quadripolarflächen der Pitncte der gegebenen Geraden) 
zusammengesetzt (158, 187). 

Die gemischte Polarflädie der beiden Ebenen E,E' und ihre gemeinen 
Polarfläciien werden gleichzeitig (164) durch den Pnlarkegel der Geraden 
EE' berührt und zwar in vier Puncfen der Hessiana (entsprechend den Durch- 
BchnittBpuncten dieser Fläche mit der Geraden EE'), und gehen durch die 
zehn Doppelpuncte der Hessiana (158). Diese Puncte sind i.4 + 10 Dnrch- 
schnittspuncten äquivalent, und folglich haben die drei genannten Flächen, 
die sämmtlich von der dritten Ordnung sind, nur noch einen andern Pnnct 
gemein; es ist dies der Pol der Qiiadripolarfläohe, welche durch die Gerade 
EE' geht. 



C AP IT EL n. 

EIGENSCHAFTEN DER HESSIANA EINER FUNDA- 
MENTALFLÄCHE DRITTER ORDNUNG. 

190. Die Pole der Pola ebenen de 1 rcl one gegebenen P nct p 
gehen, liegen auf der Quadr polarflacl e v n )3 Sollen d ese Ebenen de 
Hessiana berühren, so sind die Pole a f der C i ve achte Ord ng ve the It 
die den Durchschnitt der Hess i i m t der Q adr polarflache vo p darstellt 
(183), Die Berühnmgspuncte b Iden e e Cu ve der zwölften Or In ng de 
Durchschnitt der Hessiana m t der ersten Polarflacl e vo p Bez g a f 
die Hessiana. Die beiden C rven i hier n d zwölfter dn ng s n 1 aI?o 
entsprechende Curven (168). 

191. Wir wollen die Geraden betrachten, welche durch p gehen und 
die Hessiana. berühren. Den Geraden, die durch p gehen, entspricht ein 
Netz ») von Eaumourven vierter Ordnung (87), die sommtlich auf einer Fläche 
S zweiter Ordnung liegen (der Qimdripolarfläche von p). Jede dieser Raum- 



3) Bin solches Nolz entsieht durch den Durchschnitl 
anderer Quadiipolaiflächen. 
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eiirven entsteht aU Dorchsehnitt von S mit einer andern Q o] pularfliei e 
und folglich (190) liegen die Doppelpuncte dieser Curven (Ber hr ngp ncte 
zwiBcben Ä und den andern Quadripolarfläehen) auf der Cur^e de ichten 
Ordnung, Durchschnitt der Hessiana mit S. Den Ciirven des Netzes de 
ein Büschel bilden, entsprechen gerade Linien durch }), die n e e Ebei e 
liegen, In diesem Büschel gibt es zwölf Curven mit Doppelf unct ^) das 
heiaet: die Geraden dwreh i>, deiKSi die Raumcwrveti vierter Ordnung mit Doppel- 
ptmct entepreehm, bilden einen Kegel S der zwölfte» Ordnung. Einem beliebigen 
Pimct der Curve c entspriclit eine Generatrii von S, welche den Punct 
j) mit dem Puncte o' verbindet, welcher ia der Hessiana dem Pancte o ent- 
spricht. Der Ort der Puncte o' ist also eine Curve c' der zwölften Ordnnng 
(190). Die Polarebene von o geht durch p nad berührt die Hewiana in o' 
(183) und enthält folglich die Tangente von c" in o'. Diese Ebene ist daher 
die Tangentialebene des Kegels S längs der Geraden po', da« ieisst: der 
Kegel S ist der Hessiana lüjigs der Curve c' umgeachvieben. 

Die Quadripolarfläche eines beliebigen Punctes schneidet c in seohszeha 
Puncten. Daraus folgt, dasa $ und folglich auch die Hessiana von der sechs- 
zehnten C lasse ist (165). 

Betrachtet man eine Gerade g durch f als Durchschnitt zweier Tangential- 
ebenen des Kegels $ , so hat jede dieser Ebenen einen Pol auf c und die 
Raumeurve des Netzes auf S, die durch diese beiden Pole geht, ist die ent- 
Bprechende Curve von g. Fallen beide Pole zusammen, so wird die Raum- 
eurve von c berührt. Daraus folgt, dass den Geraden, die auf dem Kegel 
5 und in seinen stationären Ebenen gezogen sind, Raumcurven des Netzes auf 
S ensprechen, welche o berühren. 

192, Die Puncte, in denen die Hessiana ton Geraden osonliert wird, 
die von p ausgehen, sind die Durchsehnittspuncte dieser Fläche mit der ersten 
uud zweiten Polarfiäebe von p in Bezug auf dieselbe FJäche. Unter den 
itaumcurven des Netzes auf S gibt es also 4,3.2 = 24, die eine Spitze haben. 

Der Kegel S ist daher von der 12-ten Ordnung und der 16-ten Classe 
und hat ausserdem 24 stationäre Generatrixen , also hat er gemäss den 
Formeln von Plücker (3) 22 Doppelgeneratriaen. Von diesen Doppelgene- 
ratriien entstehen zehn durch die Doppelpuncte der Hessiana und entsprechen 
denjenigen Curven des Netzes, die aus zwei Kegelschnitten bestehen — jeder 
Doppelpunot hat in der That ein Ebenenpaar als Quadripolarfläche (1G9) — , 
die andern zwölf Doppelgeneratrisen dagegen entsprechen ebensovielen Curven 
des Netzes, die aus einer cubischen RaumouiTe und einer Geraden Eusammen- 
gesetzt eind. 

Um diese Behauptung zu beweisen, betrachten wir das Netz von Raum- 
curven vierter Ordnung auf der Qiiadrifläehe S und nennen wie früher (24) 



änlhält zwülf Fläche», welche S ber 
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der Kürze wegen die Geraden dei" beiden Systeme, die auf dieser Fläuhe 
existieren, bezüglich OeneratTixen und Directrixea. Es seien i, in, n drei Gene- 
ratriiten von S\ jede auf iS' gezogene Curve vierter Ordnung schneidet dann 
jede dieser Geraden in zwei Puncten, und fallen drei dieser Panete, einer 
für jede Gerade, in eine gerade Linie, so zerfällt die Cnrve in zwei Theile, eine 
cubische Eaumcurve und eine Gerade (Directris:). Ist I ein beliebiger Piinct 
von l. so schneidet die Directris, welche durch l geht, m und n in awei 
Puncten nt, n und die Curve des Netzes, welche durch tii, ll geht trifft l in 
zwei Puncten I'. Ist umgekehrt l' ein beliebiger Puncfc von l, so bilden die 
Curven des Netzes, die durch 1' gehen, ein Büschel und bestimmen so auf 
m und II zwei projectivische quadratische Involutionen. Schneidet eine Curve 
des Netzes m in in,in' und n in n, n', so ist der Ort der zu nilii nin', m'n, 
m'n' anzogen Geraden eine Fläche vierter Ordnung — m und m sind für die- 
selbe Doppelgeraden ^, welche l in vier Puncten 1 schneidet. Es fällt also 
sechsmal auf / ein Punct I mit t' zusammen, das heisst, es gibt sechs Curven 
des Netzes, von denen jede aus einer cubisehen Raumcurve und einer Direc- 
tris zusammengesetzt ist. Analog gibt es sechs andere Curven, die aus einer 
cubisehen Ranmcurve und einer Generntrix bestehen. 

In einem Carvantettie von Raumcureen vierler Ordnung, die auf einer 
QuadrißÜclie getrogen sind, gibt es also: 

1. zwölf Oimiea, die aus einer cubisehen EautncurBe itnd einer Geraden 
bestehen; 2. zefm (hrven aus stoei KegelscJiniften xusammengesetU ; 3. vierund- 
swamxig Omvm init einer Spitze. 

193. Ist p ein Punet der Heaeiana, so ist der Kegel S von der 10-teu 
Ordnung, der 16-ten Classe mit 10 Doppelgeneratrixen (nach den Doppel- 
puncten der Hessiana gerichtet) und 18 stationären Generatrixen. Das heisst; 
In einem Netne von Baumcurven vierler Ordniatg, die auf einem Kegei {der 
Qaadripolatfläche von p) gezogen dnd, gibt es: \. zehn, die aus mnei Kegel- 
aehmtten bestehen; 2. achtzefm mit einer Spitze; 8. setAs aus einer cubischm 
Eaumcurve und einer Geraden susammengesäite (entsprechend den sechs Ge- 
raden, welche die Hessiana ausser in p noch anderswo berühren (70)); 
4. Sim mit einer Üpitxe im Kegdscheitel. Letztere entspiechen den beiden 
Geraden, welche die Hessiana in p oscnlieren. 

194. Ist p ein Dop]ieIpunct der Hessiana, so wird diese Gerade in )) 
durch eme unbegrenzte Zahl von Ebenen berührt, deren Enveloppe em Quadri- 
kegel ist; die erste Polarfläche von p hat daher eine unbegrenzte Zahl Doppel- 
puncfe in gerader Linie, das heisst, sie ist das Sjstem zweier Ebenen, die 
sich in einer Geraden p schneiden, die auf der Hessiana liegt, wie es aus 
der allgemeinen Theorie resultiert (167). Die Piracte dieser Geraden sind die 
Pole ebensovieler Kegel mit dem Scheitel p. Diese Kegel bilden daher ein 
Büschel und gehen durch vier Gerade, deren Gesammtheit die Polarcurve 
von p darstellt. In diesem Biiscliel gibt es drei Systeme von je zwei Ebenen; 
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diese drei Systeme sind die QuadripolarfläcKeti von drei Bpeciellen Puncte der 
Geraden p, weiche für die Hessiana Doppelpuncte sind. Die xehn Doppelpmu^le 
f veriheilen sich also sa drei vnd drei auf die zehn Oeradeup, und diese gehen 
SU drei wnd drei durch die eehn Fvnote y. 

195. Da die Hessiana im Allgemeinen von der sechszelmten Claeee ist, 
so hat sie ausser den zehn Functen p keine weiteren Doppelpuncte. Ebenso 
enthält sie ausser den zehn Geraden p keine andern Geraden. In der That 
entsprechen die vier Durcheehnittspuncte einer Geraden g mit der Hessiana 
den vier Kegeln, die durch die Polarcurve vierter Ordnung von g gehen. 
Gehort g vollständig der Hessiana an, so entsprechen der anbegrenzten Zahl 
von Functen von g eine unbegrenzte Zahl von Kegeln, die ein Büschel bilden 
und folglich denselben Scheitel haben. Dieser Scheitel ist für die Hessiana 
ein Doppelpunct, denn diese Fläche wird dort von den Pularebenen .iller 
Functe von g berülat. 

Ein Doppelpunct ^ liegt im Allgemeiaen nicht auf semer entsprechenden 
Geraden ^; wenn dies der Fail wäre, so wäre die erste Pularfläche von jp 
ein Kegel mit dem Scheitel f, und dieser Punct wäre also für die Fnnda- 
mentaifläche ein Doppelpunct. 

196. Es seien o, o' zwei entsprechende Puncte der Hessiana. Die Polar- 
kegel von 0, c' haben ihren Scheitel besiiglich in o', o und durchdringen sich 
gegenseitig in einer Eanmciirve vierter Ordnung. Die beiden andern Quadri- 
kegel, welche durch diese Citrve gehen, sind die ersten Polarflächen der 
Functe u, O, in denen die Hessiana durch die Gerade oo' nochmals geschnitten 
wird. Die Scheitel dieser aadern Kegel liegen in den Functen n',o', welche 
it, entsprechen. Die Puncte o, o', u', n' sind also die Scheitel des Tetraeders, 
welches den Quadriflächen conjugiert ist, welche durch die Curve vierter 
Ordnung hindurchgehen, und folglich sind die Ebenen o'«'»', ou'n' bezüglich 
die Polarebenen von o, o'. Deshalb gehen die Tangetitialebenen der Hessiana 
in und o' durch die Gerade u'o'. 

Da die Polarebencn von o, o' durth u', n' gehen, so gehen umgekehrt 
die Polarkegel von «', ü', deren Sclieitel jt, n sind, durch o, o', enthalten daher 
die Gerade ao'ao vollständig und schneiden sich also noch in einer cubischen 
Kaunicurve. 

Daraus, dass die Polarkegel von «', n' durch die Gerade oo' gehen, folgt, 
daas der Polarkegel dieser Geraden seinen Scheitel in u' und in n' hat (186), 
dass heisst, er redneiert sich auf die Gerade m'o'. -DJs Polarehenen der Puncte 
von oo' gehen gämmflich dwreh die Gerade u'o'. 

Die Puncte, in denen a'u' die Hessiana trifft, sind die Pole der vier 
Quadrifcegel, die durch die Curve vierter Ordnung gehen, welche die Polar- 
curve der betrachteten Geraden ist. Nun aerlegt sich aber diese Curve in 
zwei Theile (eine Gerade und eine cubische Eaumcurve), und es gibt also 
nur zwei Quadrikegel, die durch dieses System geben. Die Gerade u'li' ist 
somit Tangente der Hessiana in u' und n'. 
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Jed( Geiade also, welche 2we! om i espondia ende Puncte der Hesstaiia lei 
bindet, benM dahm die Eigenschaft, dass dte Polarebenen ihr^ Puncte durch 
etne febte Gaade gehen, die eine Doppeltang&iie d^ obigen Fläche nt 

li)T Wi.nn u und u zusammenfallen, das heis^t, 'nenn dii, berade oo 
die HeisiBua beiuhrt (natuihch in einem Puncte u, der von o und o' vei 
st,hie(leii lEt), so gehen die PolArHachea der Puni,te \cn oa' duicli dieselbe 
deiade, die mit dei He^^iana in ii' einen vierpunobgen Contact int 

Fallen u und u in emem Doppelpuncte jf zusammen, so wetden die 
Fani,te u,ii' unbestimmt auf der entspiech enden Geladen p (ISi), da aber 
die Polarkegel allei Puntte diesei Geraden durch oa' gehen müssen (196), 
so folgt, rfoAA oo' eine dei um Geiudeii i't, uelthe dte Polarcmie lou p 
bilden (191) 

198 Im Falle, dass o ein paiiSioliscliti Piinct dei ruiidamenialfliehe itt, 
BO hegt dei Scheitel des Polarkegels im entsprechenden Puncte a' , ausserdem 
geht er dutch o und berührt die Polaiebene von o längs oo l,l(i), das 
heiöst diejenige Ebene, welche die Hessiana in o' beruhit Da der Pohr 
kegel von o' seinen Scheitel auf o hat, so tolgt, diss die Polarkcgel dieser 
beiden Puncte sich längs einei Raumcurie schneiden, für welche o em Doppel 
pnnet ist Einei der Puncte 11,0 fallt mit 0' zusammen, dei andeie sei 
der Punct u Dinn ist also die Gfeiade OD (=u'd') Tangente dei Hessiana 
in und a' (lObJ Die Ebenen welche die Fundament alfiache nnd die 
Hesaiana in a beruhten, schneiden sich Ung? av', das lieisat, dieae Gerade tst 
Tangente der parabolischen turie des tiindameKtalflu he in 

Es sei lu dei Punct, in welchem die Geiade ov die I' undamentahlache 
nochmals trifft Die eiste Polarfiache von xa geht dann duich nt und od' 
und taiftt also die Ebene eo »' in zwei Geraden, deren eme 00' ist, und dte 
andere geht duch xa Diesei Punct n %st also dei {einige) Wendefinnct der 
Curve dntlei Ordnung {mti Spitze in 0), longa (ioen die Pundatn^ttalfluche 
van der stationären Ebene ao'v' beruhet «.ird ') 

199 Wieiiel Geiade gibt ei m einei beheiigert Elene L, die -u 00' 
analog sind {sie leibcndet giiu entipi echende Puncte dei Hessiana) ^ Die Ebene 
E schneidet die Hessiina m einer Curve vierter Oidnung, welchei die wind 
schiefe Berührungscurve sechster Oidnung zwischen der Hessiana und der 
gemeinen Polarflache dei Ebene E entspricht (168) Sei o einer dei Puncte, 
in denen E diese letztere Curve tnffi Dieser Punct hat, da ei h, angehört, 
seinen entsprechenden Piinct 0' auf der Curve sechster Oidnung, und weil 
er dieser Curve angehoit, mu?s ■lein entsprechen dei Punct aui E liegen Es 
folgt dar\us, diss die sechs Durch schmftspunclc dei Ebene E mit der Raum 
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OBrve sechster Ordnung, sich zu zwei und zwei entsprechen. Anderseits sind 
aber 'zwei entsprecheade Puncte der Hessiana in Bezug auf eine beliebige 
Quadi'ipolarfläche conjagiert, und die eechs Functe, um die es sich handelt, 
sind also nach einer bekannten Theoreme, das man Hesse verdankt, die Scheitel 
eines vollständigen Vierseita. Die Diagonalen dieses letztem aind die mmdgea 
mit oo' analogen Geraden, welche m der gegebenen Ebene E Hegern. Die zu u'o' 
analogen Geraden (196), welche den Geraden oo' der Ebene E entsprechen, 
liegen auf der PolarflBche von E (und in der nämlichen dreifachen Tangential- 
ebene dieser Fläche), weil die Polaiflächen der Punete von E die Polarfläche 
dieser Ebene berühren (188). 

200 Das betiaohtete Vierseit ist bestimmt duii-h die Duichschmtte *on 
vier behelligen Quidiipolarflarhen, die nicht einem und demselben Netze an 
gehören, mit dei Ebene B, man weiss in dei That, da5s wenn Mer Kegel 
schnitte in einei Lbene gegeben sind, es nur ein einziges Vieiseit gibt, defen 
Diagonalen daich jeden dei gegebenen Kegelschnitte harmoniseh getheilt wird ') 

Zwei Gegenscheitel des Viciseits sind :n Bezog aul die Kegeischnitte 
eonjugieit, in denen die Ebene E die Quadripolarflacben diesei Punete schneidet, 
und folglich ist das Vierseit der Cuive diitter Oidnung eingeschi leben, welche 
die Jacobtana des \on den genannten Kegelschnitten gebildeten I^etzes und 
gleichzeitig dei Schnitt dei Pclaiflache der Lbene E durch eben dieselbe 
Ebene »st Die nimlichen sechs Functe — die Scheitel des Vieiseits — sind 
auch auf dei ebenen Cnr^e vieiter Ordnung gelegen, welche Sund derHesai 
ana gemein ist, welche letztere Flache von dei Polaiflache dieser Ebene in allen 
Puncten dei Curve sechstel Ordnung berührt wiid Diese sechs Punete sind 
ilso ebenso viele Beiuhrungapuncte zwischen den Curven, m denen E die 
Pülarfiache und die Hessiaiia schneidet 

Es folgt hieiius dasa die Seiten dui Vicrseits die ebene Cnrve vierter 
Oidnung nochmals m iier Puncten anf einer geiaden Linie g treffen Diese 
Plancuive gehört dem Büschel an, welches duich da= Sjstem dei vier Qe 
reden, welche das Vieieck bilden, und das Sjstem der Curve diittei Oidnung 
und der Geraden g be'jtimmt ist H'it dabei diese letzte Cujve einen Doppel 
punct 0, was emtiiff, wenn £ m o die Fundamentalfiache berührt ^), so fd,llt 
die Polaigeiade von a in Bezug luf die Pkncnrve vieiter Ordnung mit dei 
Polargeiaden desselben Pnnctes in Bezug lut das System der viei Seiten des 
Vierseits zusammen (der haimomschenPoIaie von a m Beaug auf das Vierseit) 

Man weiss ibei, wenn eine cubische Plancur\e mit Doppelpunct durch 
die Scheitel eines vollständigen Vierscits geht, dass dann die Gerade, welche 

1) Maikemalieal gtieations from the Eduoational Times, t. IV., London 
1866; p. 110. 

3) Hat eine oubisohe Raumeurve einen Doppelpunct, so gehen alle Polwkegel- 
flchnitte durch diesen Punci, der daher auch fOr die Jacobian» des Nelaaa der Po- 
laren ein Doppelpunct iat. 
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die drei Wendepuncte veibindet die haimonisclie Pulare des Doppelpnnctes 
in Bezug ait das Vierscit M Die Pohrgeiade von o m Bezug auf die Plan- 
cune Mflitei ürdnuig (,eht dihei duich die Wendi-pimcte der Cur ve dritter 
Oidnung welche gleichzeitig ] e Wen lepuncte des Schnittes der Fundamental - 
flache durch Z7 sind 

Folglich dei Sat? Die Dmcl schmttigerade einer Tangentialebene der 
Fundamenlalßache mil di Polarehene des BetiArtmyspunctea i« Begug auf 
dne Hessianrt geilt durch die diei Wend^u^cte des Scfiitlles der duich die 
Tangentialebene auf dm- Fundamentalflitche ersitgt %m d 

Ist die Tangentialebene station^i so kommt man auf ein ^clioi) bewiesenes 
Theorem 1,198) zuiiick 

2ul Aui einei beliebigen Ebene E gibt e» w eviel zu ii » anal ge Ge 
rade fdas I ei'st Oerade icren Pthrcine das Sjsteir einei Geiaden oo 
ind eil er cnbiachen Bauiacune sind)/ Die m dei Ebene E gezogenen &e 
laden entsprechen den Raumcuiven vierter Ordnung nelche dirch die acht 
Pole der Ebene gehen Es ist bekannt dies diese acht Pcle so untei ein 
ander verbinden sind, dass d ejenige cubische Eiunicuive n eiche durch sechs 
von ihnen beschrieben ist die Gerade ivelclie die beiden andern verbindet, 
zweimal sdine det Die aoht Puiicte au zweien combiniert geben nun -^ = 28 
Cui-ven Merter Or^Jnung zusammengesetzt aus einer Geraden und einer cubi- 
schen Eaumcirve Die gegebene Ebeie enthalt aho 28 -b u'o' analoge Gerade; 
sie sind die S8 D( ppeltangenten des Sehn ttes der Hessiana durch die Ebene E. 

Dieser Schnitt ist lon der 12 ten Classe und hat 24 Wendepuncte, Man 
tindet st die Eigenschaft wieder [1911 dass es in einem Büschel von Raum- 
curven vieiter Ordnung 12 mit Doppelpunct gibt und weiter, dass uni&r den 
Paamcvrvfn dieser Ihdnung uekhe du h he acht D»i chKhnUtspuncte dreier 
Quadrtßachm gehet 24 jntt eiie) &pU e eithalten sind 

202 Eine beliebige Geiade i; t tfft die Hesiana in vier Puncten a,b,t,'bi 
es seien (i b c ö die tier entspiechenden Pui cte Da o b',c', Ö' i3ie Scheitel 
der vier Kegel desselben Bucchels lon Quid iflaol en ■'md, so ist der Pnnct 
a de) Pol der Ebei e beb in Bezug ail lie Polarkegel von b, c, £■, das 
heisst brö ist d e gemischte Po Krebene der Pui etenpawe a', b ; a',c; a', & 
oder auch beb ist die Polarel ene ledes dei Puncte b r & in Bezug auf den 
Polarkegel \cn a Diesei Kegel hat aber den Seheitel a, und folglich geht 
die Ebei e b c b durch a 

TFfenn also a b t b tier J^mcie ife» Hesstana m gerader Linie sind, so 
sind die entgpi eüienden Paarte a b t i du- Seh-eitel eines Tetraeders, dessen 
ÄratoyföcAen beb cöa' bob abc be ughch durch a b, t, b gehen. 

20" Alle Quadnpolarflachen welche durch enen Pinct a gehen, bilden 
ein NHz ]ft ui ter gibt es en e •, ikhe n o eine l d ebig gegebene Ebene 
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berührt. Ist abai- a ein Fuiict der Hessiana und o' dar eiitoprecliende Punct, 
so wei'den alle Polarflächen von a in ihm von Ebenen bei'ührt, die durch die 
Gerade oo' gelion (164); diejenigen, welche in tr dieselbe Ebene berühren, 
bilden ein Büschel, und ihre Pole liegen auf einer Tangente dei- Hessiana in 
o'- Daraus ergibt sich die Gorade oo' als Polare der Tangentialebene der 
Hessiana in o in Bezug auf den Polarkegel von o' und zugleich als Polare 
der Tangentialebene derselben Fläche in a' in Beaug auf den Polarkegel von 
0. Mit andern Worten; Die TaagaiüaUbene der Heasicma in a und die Tan- 
genüälebene im siämlichm Pimcle einer idiebigen Quadripoiarßäche, meldte dwroh 
ihn geht, sind conjtigiert in Bezug au/ den Polarkegel von o'. 

Umgekehrt; Jede Tangente der ffessiana in o' enthält die Pole emer un- 
begrenzten Zahl von QfiadHpola/rflächea, die in o von em und derselben Ebme 
beriötrt werden. 

204. Es sei jj ein Doppelpunet der Hessiana und p die entsprechende 
Gerade (194)- Sobald jeder Punct von p dem Punote p entspricht, sind die 
Polai'ebenen aller Puncte von p Tangentialebenen der Hessiana in p (183), 
das heisst, der osiyuliereade (iaadrihegel, den die OscuKerendert der Hessiana 
in f bilden, ist der Polarhegel (&»■ Geraden p. Dieser Kegel enthält die drei 
Geraden Pi,P2'i's (^-nalog ^u p (194)), welche durch p gehen, denn jeder 
Punct dieser Geraden ist der Pol eines Polai'kegels , dessen Scheitel einer 
der drei Doppelpuncte pj^,pj,p3 dei: Hessiana ist, die auf p liegen. 

205. Die Polarebene von p berührt die Hessiana in der ganzen Länge 
der Geraden p (167) und schneidet also diese Fläche in einem Kegelschnitte 
c. Ebenso berührt die Polarebene von p^ die Hessiana längs j)j ; nun ist aber 
Pj ein Punct von p; also; Die Hessiana und der Polarkegel von p werden 
längs der drei gemeinschaftlichen Geraden p^ , p^ , Pg durch dieselben Bleuen 
b ■uJi d P i b p p p 



Ob D P tp d b 1 b 1 t 


^ d p h d 


P t d H 1 t d G d 


111 i t b It 


dOtdPld Plb dh 


dl Ih r d g t 


d D pp It g t d H d 


1 P 1 b p 1 t 


fl96j E dBhgp h gt p 


1 d gh td Kl 


h tt Dl j I C d d d 


h p d Eb pp g 


g 1 ] G d (196) g h 


d p ht 1 C d 


r t t 1 P 


d d Cd 


i» g t ff w d und d P 


1 h m d Ib C d d 


H hm i i d t (1 P 


1 fll m p mm ) 


d d P t 1 d w t C 


d b gl i b 1 t und 


pldtM Itl dKglht 


t p 1 d C 


dl b h p] (0 d P t ) h 


t 1 1 d Db pj) 



y Google 



303—207] Eigimchaften der Heasiana einer cubischen Fläehe. 163 

den Pokvkegel von p, und letzterer Kegel wird daher durch die zu u'o' analogen 
Geraden berührt; das heisst, der Kegelschnitt c ist die Spur des Kegels auf 
der Polarehene von p. Also: 

Der Oaeidationakegel dfr Hessiana in einem, Doppelpimcte bei'ührt diese 
Fläche in drei Geraden und scTaieidet sie ausserdem, noch in eiaeiii Kegekchnitt, 
der in der Polurebcne des Doppelpuncta liegt. 

207. Es gibt weitere Eigenschaften der Ebene fp, die erwäint werden 

Der Polaikegel von m' geht durch p, ausserdem ist die Pularebene von 
p in Bezug auf diesen Kegel (nämlich die Tangentialebene dieses Kegels 
längs pu) die Polarebene von u' in Bezug auf den Polarkegel von p (83), 
das heisat die Ebene p^i. Die letztere Ebene berührt also die Polarkegei 
sämmtlichei- Puncto des Kegelschnittes c, und die Berührungsgeneratrixeu 
gehen durch p. 

Sobald die Ebene pp in o die ersten Folarflächen der Puncto f und «' 
berührt, so berührt sie im uämliclien Puncte die ersten Polarflächen aller 
Puncto der Geraden pu', und schneidet sie in Geradenpaaren in Involution, 
deren Doppelstr hlen op d ji nd Zw njugierte Gerade r, r' dieser 

Involution gel o en e ne erster P 1 fla h deren Pol sf sei (ein Puact 

von p«'). Denken w t s e i e Eb n du 1 jj und eine beliebige Tangente 
»\o\ von c. D p e sten Pola fla h n n u xi\ gehen zusammen (196) 
durch die Ge ade pu welche u o nt p 1 1 (wie ptt der Geraden uV), 
also sind die P n te, de e d C ade , trifft, zwei Pole der Ebene 
r|u DltdPlb dPtdCd 111 
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gehen also nur zwei Ebenen, deren Pole auf der Ebene pp liegen, und diese 
Ebenen berühren c; mit andern Worten, t&ser Kegehchnitt ist die vollstän- 
dige Enveloppe der Polm-ehenen, der Puncte der Ebene j^p. 

Ein beliebiger Punct der Polarebene von p gehört zwei Geraden u'd' 
(Tangenten von c) ao, und folglich geht die Quadripolarfläche dieses Punctes 
durch die beiden entsprechenden Geraden pu (196), &&& heisst, sie berührt 
in p die Ebene pp. Der Ort d^ JPuncle, dei-en erste Polarßächen die Ebene 
pj) herührea, ist also msammengesetzt: 1. Aus dmn Kegel pc, dessen Punete 
Quadripolarßikken beaitaen, welcJte pp beruAren, und ziewe in einem Pimcte 
von p; 2. Aus der Polarebeae von p, in weldier die Puncle des Kegelseknittet 
c die Pole de>- Polarkegel sind, welche die Ebene pp im Geraden lie^iihren, die 
von p ausgehen, loährmd die Quadripoloa-flächen der andern Punete dieser 
Ebene die Ebene pp in p i^ilhren. 

Nach dem Vorhergehenden ist es klar, dasa die Raumcurve sechster 
Ordnung, welche im Allgemeinen die Beriihrungscurve der Hessiana mit der 
Polarfläehe einer Ebene ist (158), sich, wenn diese Ebene die Ebene pp ist, 
auf das System der vier GfivB.d^n p, p^, p^, pg und den Kegelschnitt e redueiert. 

208. Eine beliebig durch den Doppelpunct p gelegte Gerade trifft die 
Hessiana in zwei weiteren Puncten c, b ; es seien (', b' die entsp reell enden 
Piincte. ßie ersten Polarflächen der Punete der Geraden pcö gehen durch 
zwei Kegelschnitte die in zwei Ebenen liegen, welche die Quadripolai'fläche 
von p bilden und durch p gehen (194). In dem Büschel dieser ersten Polar- 
flächen sind folgende Punete diejenigen, deren Folarebene in Bezug auf diese 
Flächen constant ist; 1. die Punete t', b' (Scheitel der Kegel des Büschels), 
deren Polarebenen in Bezug auf die Quadriflächen des Büschels bezüglich 
pi' und pc' sind, und 2. die Punete von p, deren Polarebenen in Bezug anf 
die nämlichen Quadrillächen durch die Gerade cV gehen. Die Ebene pV 
ist also die gemischte Polarebene der Punete ii,c', das hcisst, sie ist die 
Polarebene von Ei in Bezug auf den Polarkegel von c', dessen Scheitel c ist. 
Daraus folgt, dase die Ebene pV durch r geht, und analog die Ebene pc' 
durch ö, 

Ist ausserdem x ein beliebiger Punct von p, so geht die Polarebene von 
X in Bezug auf den Polarkegel von c durch c'Ir'; mit andern Worten, cV 
liegt in der Polarebene von c in Bezug auf den Polarkegel von x, dessen 
Scheitel p ist, das heisst, die Punete p, c', B' sind in gerader Linie. Also: 

Wenn eine durch einen Doppdpunct p gezogene Gerade die Hessiana in 
(, ö achneidet, so liegen die entapreehenden Punete t',i' ebwfaÜs mit p in ge- 
rade Linie, und die Geraden r&', t'ti treffen sich auf der Geraden p, 

209. Diese Schlüsse gelten auch dann noch , wenn der Punct c anf 
eine Gerade p^ fällt, eine der Geraden auf der Hessiana aber von p (der 
p entsprechenden) verschieden, ebenso von p^,p^,p^ (die durch p gehen), 
nämlich einem Punete p^ entsprechend, der etwa aitf p^ liegt. Nun wird c' 
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der Doppetpiinct p^ und b' ist ein Punet der (reraden p^ Der nämliche 
Punct & ist der Pol einer e sten Pularfi che mit einem Doppelpniict in i 
nin haben iber die Nichtdoppelpancte %on /^ ils Quadcipolarflathe i Kegel 
mit dem Sehe lel |ij also ist li der dritte Düppelpiint,t p^ der auf p^ liegt 
und f Iglich f<illt ii auf die Gerade ^^ 

Ist der Punct r s.i{ p^ variabel ao bleiben die Puncte c (=9^) und 
b (^Pg) die beide aut dei festen Geraden j j liegen myenndert also wird 
Ö nicht ans 2^ heraisgehen Daiaiib t Igt dass die GeiadPn p^ und /^ in 
einer Ebe: e 1 egen d e di ch p g^ht Diese Ebene mi =s ausserdem die 
Hefisiana m ete fune aweiter Ordnung mit Doppelpuiet in p schneiden 
letztere Cnrve lat also das Svstem zweier Geraden die nolhwendigenio!'!. mit 
Pj und pg zusammenfallen 

Der gememsohattliche Punct der Geladen y* p^ ft der Pol einer Qua 
dripokrflache mit Doppelpunot in p^ ui d fg das heisst einer Quadriflache 
die ais an ei Ebenen besteht die durdi p, gehen also ist dei p^ rad/^^ge 
meinschaftliche Punct dei Pinct Pj (der aif p hegt) 

Dm GTaden p^ p^ p^ p^ (nlden also ein volhtändiges ebeMa Vte sed, 
dessen Sckatel sechs Doj^elpunete d& Hesstana emd Zmei Gegenscketlel sind 
pnlspi eckende Puncte das lieieet jeder derselben liegt auf der entepreeke den, 
Geladen dfs andmn 

Wie gioBS ist die Zahl dei Ebener die derjemgi'n analog sind welche die 
vier Geraden ^j p^ /^ p^ enthd,lt' Di ich jeden der Puncte p gehen drei 
s lebe Ebenen und jede Elene enthilt aeths Pmcle p lie Zahl der Elenen 
... al.o3 M^5 

Odei auch andeis Zwei lieaci Ebenen gehen duicb jede der Geiadei 
jj und jede Ebene enthalt vier Genie i de Zahl dei Fbenen ist fDlglich 

Difie fünf Ebenmt bildnt einen Fe taedei (zupi=t von Stltb''1lb ent 
deckt) dessen SckeUel mid Kante» be-ügltch dt^ sahn Funaie p und die fh 
Geradei j wnd 

Von diesen finf Ebenen gehen drei durch p und die andem dun-b p 
al'o hat dei geme nachilthche Scheitel diue Seitenflächen des Pentaeders den 
Durchschnitt der beiden uhn^en "^eitenti ichen zur entsprechenden fteinden 

210 Will man das Sjslem dieser t inf Ebenen stidieien u ist es am 
Uesten dieselben durch die Zahlen 1 2 i 4 5 zu bezeichnen m der Art 
da« die zeln Scheitel p (U)ppeli.nncte dei Hessiana) und die bezughohen 
zel 1 GegH ikantei (entsprechen den Gei iden j ) bezeichnet sind durch 
123 124 125 134 135 145 234 2J5 245 345 
,4o, 35, ii, 25, 24, 23, 15, 14, 13, 12. 
Ein beliebiger Punct der Geraden 12 bat zur QuadripolarflÜche einen 
Kegel, der dem Trieder cunjugiert ist (194), das durch die Ebenen 3,4,5 
gebildet wird. Ebenso sind die Polarkegel, deren Pole beliebig auf den 
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oeculiei't die Gerade pc'b' die Hessiana in p; ajso erzeugt, 'wenn pcO niti f 
variabel ist in der Ebene pp, die Gerade pe'b' den Polarkegel von p\ und 
■während r die lieradep durchläuft, und Ü eine oubisehe Plancurve mit Doppel- 
punot in p beschreibt, eraeitgt der Puiict b' den Kegelschnitt c, Durchschnitt 
des genannten Kegels mit der Hessiana {20ti). Sobald prb die HesBiana 
osculiert, das heisst, wenn sie in p einen der Zweige der cubisclien Plancurve 
berührt, so Tallt Ö mit p zusammen, und folglieh auch f auf ^. Daraus 
ergibt sich, dass die beiden Dnichschnittspunete des Kegelschnittes c mit 
der Geraden p den beiden Puncten dsi cubi^cben Plancurve entspreclien, 
welche tinendlicli nahe p liegen. 

213. Verschiebt sich die Gurade pcö in eintr Ebene E durch p, so 
erzeugt die Gerade pc'b' einen Kege!, der durch p^,]^^,Pg geht, wegen der 
drei Geraden, in denen E die Seitenflächen des Trieders i'ii'jj'g schneidet 
(212). Dieser Kegel ist durch zwei andere Generatriien bestimmt, weil zwei 
Gerade, die durch p gehen, die Ebene B bestiramen. Die Kegel, welche 
in dieser Weise zwei Ebenen E, E^ entsprechen, haben eine einzige gemein. 
scbaflliche Generatrix {sMSiw: p^,p^,p^ naralich die Gerade pt'b', welche der 
Durchschnittslinie ptlr der beiden Ebenen entspricht. Die Kegel, welche den 
Ebenen E entsprechen, sind also zweiter Ordnung. 

Wii haben eo eine Transformation, der Figuren erhallat, wdc/ie aus Ge- 
radmi (aUo audi aas Ebenen und Kegeln) gebÜdei werdmi, die aon p ausgekm. 
Einer Geraden entspricht eine Gerade, äner Ebene entepricM ein Quadnkegel, 
der dem Trieder PjP^p^ umgesckrieb^t ist, uml umgekehrt. 

Sobald die Puncte c, c' und ebenso J, i' in Bezug auf jede QuadriflUche 
conjugiert sind, so shtd die Geraden ptö, p('&' in Beaug auf eitmmiliche Polar- 
Itegel votit Scheitel p conjagieH. Diese Kegel bilden ein BiUchel und gehen 
durch die vier Geraden, welche ihnen entsprechen, und diese vier Geraden 
bilden ein vollständiges Yierkant, dessen Diagonalgerade ^ij, ^j, _pg sind 
(Durchschnitte der Ebenenpaare, welche dem Büschel angehören, und die 
Quadripolai'flächen der Puncte PjiPj, Pj sind). Also: Der QiiadriUgd, der 
dem Trieder p^p^Pg umgesehrieben ist imd einer Ebene E entsprielit, ist [der 
Ort der Polarg^aden dieser Ebene in Bezag auf die Kegel Jenes Büschels, 
Folglich schneidet obiger Kegel die Ebenen p^p^,p^p^,p^p,2 längs der conju> 
gierten Geraden der Dnrchsohnittsgeiaden derselben mit E in Bezug auf die 
respectiven Geradenpaai e p-fip^j J'g'i'ji l'i> Pt üevseibe Kegel trifft die 
Ebene E längs zweier entsprechender Geraden, von denen jede eine Be- 
ruh) ungagen ej'at rix zwischen Sund einem Kegel des Büschels ist; die Ebeuen, 
welche durch p^ gehen und bezüglich durch zwei entsprechende Gerade, 
bilden ein haraioniaches System mit den Ebenen JJjPj.yjpgi u. s. w. 

214. Wir befrachten einen Cubikegel (Kegel dritter Ordnung), der durch 
die sechs Geraden PPj, pp^j PPjj i'iii'äti'j g*ht und längs der drei letzten 
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durch die Polarebenen von flj, f^, Pg berührt wird '). Es sei })(& eine Ge- 
neratrii dieses Kegels. Die Ebene pc sclineidet die Heasiana und diesen 
Kegel längs zwei eubiachen Planourven, die sieben Puncte gemein haben, 
von denen drei dieselben Tangenten besitzen; diese cubischen Curven fallen 
also zusammen. Das heisst: Def Cuhikegd trifft die Hessiana in einer Plem- 
curve (dritter Ordnung), deren Ebene ^c ist, und also noch in einer andern 
Plancwve (derselben Ordnung) , deren Ebene pü ist. Jede dieser beiden 
Ebenen genügt offenbar, um auf eine einzige Weise den Cnbikegel und die 
andere Ebene zu bestimmen; also hüd&n diese Ebenenpaare, die die Durch- 
echnittscwven der Hessicma mit den Oubikegeln des Büschels, um das es eich 
bandelt, enthalten, eine Involution; die Doppelebenen derselben enthalten die 
BerilhrungEcurven zwischen der Hessiana und zwei Kegeln des Büschels. 
Das heisst: Die T<mgenten, wekhe man vom Punete ^ aus an <Ue Hesdana 
ziehen kann, bilden zwei Oubikegel, iwirf die Berülirangscu/men befinden sich m 
z^d durch p gehenden Ebmen; des System dieser beiden Ebenen ist folglich die 
Quadripolarfläche des Puncfes p. Also ; Die Quadripolarßäche von p besteht 
aus meei Bienen, welche mit denjenigen beiden Ebenen ein ht^monisches System 
bilden, welche die beiden cubiseh^i Pkmcurven enthalten, die ein und demselben 
Oubikegel des Büschels angehören. 

Unter den Kegeln dieses Büschels gibt es auch den, welcher durch die 
Ebene )ip und den Polarkegel von p gebildet wird. Die Ebenen der Schnitte, 
weiche denselben entsprechen, sind die Ebenen fp und die Polarebene von 
p. Ein anderer Kegel desselben Büschels ist das Trieder p^p^p^, das durch 
diejenigen drei Seitenl5ächen des Pentaeders gebildet wird, welche in p zu- 
sammenlaufen. Die entsprechenden Schnitte liegen in den beiden andern 
Seitenebenen des Pentaeders, welche durch ^ gehen , und jeder von ihnen 
ist das System dreier Geraden. Hieraus zieht man, rlass die beiden Ebenen, 
welche die Quadripalarfiäche von p dareteÜea, wnd die beiden Seitenßädien des 
Pentaeders, Vielehe durch p gehen, ein harmonisches System bilden. 

815. Die Ebenen yc,p6 gehen bezüglich durch Ir', c' (208), folglich 
geht der Cubikegel des erwähnten Büschels, welcher durch pth geht, auch 
durch jjc'b', das heisst (133), dieser Kegel entspricht siiA selbst. Man sohl iesst 
hieraus und aus bekannten Eigenschaften der cubischen Plancurven ^), dass die 
Tangentialebenen unseres Kegels längs zweier entsprechender Geraden p(&, 
pl'ö' sich in einer Generatrix des nämlichen Kegels schneiden; dass jeder 



1) Die analogen Cubiltegel bilden ein Büscbel A 1 g m m B dm 

gnsgen sind nenn Geraden äquivalent, durch wel hd St d d Ebon 

PaPgi PaPi' Pj Ps ""'^ ^^ System der Ebene pp dd Plkgld ö d 
p gehen. 

ä) Man kann in der That den Cubikegel aU J b N t Q d 

kegeln vom Scheit«! p betrachten, dem das Folarkegelbüschel der Funct« von p 
angehört. 
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Qdkgl(3 dmTd } p p g hl td flkgllg 

ddBhgg t Jdt Ihd Iglt d 

dmlb KfeiwtOd £!ltt ä ä d d C 

Tlbld 1 Stflhdfbkgl d &d 

hd Ih dDb Ife wlhdm IQdkglt 

p ht U w w 

aieWwlljft 1 Bmk bdPlflh 

b I b Lb E li w 1 h d ! 1 D pp Ip t p g ht 

Dd PtdSh! lg Zhl Flkgl 

d PldP t p 1 ghdP/fihdhd C ade 

dttgd ibdhdPlb pbltDlbFlh 

ght d Idlp 1 ddmPt dPll 

dPt bh \ m E p S * & dUtdPl 

k ^ 1 S h t 1 p g ht es 1 h d Eb E b ül 1 

(löS) D P l fi h h e^Dpplx fp 

DQlpIflh ddhi)gl tffE iR'h 
d pdh ddlbGdp(DhchttdEb E A 

ppjbhtwd FbhbgPtd t-d fü d 

K g 1 hmtl Dpplpfdl t t Bh^pt h 

h A (PlflldlpAlI I tPlöh 

gl dhlhdQlp dhPI dfd&dg 
lg wlldDIhltdPlb p dbld D 

g b \ las l l Uer Ce> de der P l flä 1 E gäior 

D PIflähbhdH lg Km 1{ 

1 g (,158) d hm p eil F 11 w Th I th It 

ICdj d Em ffOdgdilpghtD 

C 1 d =! I It d Eb E d H tap h d 1 Id t 

Vbdmgmtd C d p i p A llldg D hhlt 

d FJhmtdmQdkgl 11 d Eb E tpht (213) 

Dllt KglbdtdhdPlflh E hl 

Gd IdThtbiddEb Edld tpllPt 
pdH ghbl Biihl Qdplfll 

(203) i PI t Gddbpbbfild IPl 

flhig dl Flhwdl j &d IhlPI 

b b h t D Ib C d tl alt d b d 1 D pj. I 

ptlFlh wlhdPldbdligl dd d 

B hlgl D bd Kglhb di ! Shtl 

lEb r]lpj,!dGd wlhd Od 

tp It 

217. Indem man diese Betrachlungen auf die Ebenen des Pentaeders 
12345 (210) anwendet, sieht man, dass die Kanten des Tetraeder? 2345 die 
Curve sechster Ordnung (entsprechend dem Vierseit mit den Seiten 12, 13, 
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14,15) bilden, längs dessen die Hesaianii durch Sie Poiacfläche der Ebene 
1 berührt wird. Diese Fläche hat daher die Piincte 234, 235, 245, 345 (die 
Scheitel des Tetraeders) zu Doppelpnncfen. Dieselbe Flache enthalt als rew- 
pruke Flache der Sieinersshen Fläche (188) drei andere Gerade die in derselben 
Ebene liegen. Diese Geraden sind (216) die Dnrchschnitte der Polarebenen der 
Pnnctenpaare (123, 145), (124, 135), (143, 125), der Gegensoheitel des Vier- 
seits. Sie bilden gleichaeitig ein Dreieck o^bjij, von dem jeder Scheitel der 
Pol einer erster Polarflache ist, die die Ebene 1 berührt, und durch zwei Gegen- 
scheitelpaare des Vierseits geht; also sind die Diagonalen dieses Vierseits zu 
zweien conibiniert die Durclischnitte der Ebene 1 mit den ersten Polarflächen 
der Puncte a^ bj, r^; das hoisst, die Scheitel a\, b\, c\ dea Diagonaldreiecks 
sind die Pole der Ebene tijb^t-^- 

Der Ebene 2 entspricht ebenso eine Ebene o^hgCj, welche die Polarebene 
jedes Scheitels des Dreiecks, a'^b'^t'^ ist, das durch die Diagonalen des Vier- 
seits (21, 23, 24, 25) gebildet wird; u. s. w. für die übrigen Ebenen des Pen- 
taeders. Nun gehen aber die Ebenen, die vom Puncto 3i5 aus durch die 
Diagonalen 

ll23{jl45j-bV'i, \l2i\\\5b\ = (\<^\, J125i|l3ii=a'jb', 
gezogen sind, auch durch die Diagonalen 

jl23j|245| = b'3c'j, {I24}]235j=r>'^, |l25l[234| = rt'2b'a , 
weil die Pnnctenpaare 

(U5,245) (135 23o) (134 234) 
n t 3i5 11 ge adei Linie 1 egm alsj tieffen seh die Gei iden a'^a'g, b\b'^, 
( j£ j m demselben Piincte 34 ^i 

Da die Ebene fljbjij die Polaiebene der Pnncte Oj b\,c\ ist, so folgt 
daiaus dasa die Quadripohrflache des gememschafthchen Punctes dieser 
Ebene und der Geiiden 12 ein Kegel ist der duich die Puncte a\,b\,c\ 
und dnich die vier & laden (diiich 345) geht iselche die Basis des Polar- 
kegelbuschel' ier Puncte von 12 bilden Fbenso ist die Q u ad ri polarflache 
des Pnnete' m welchem Onb^tj ^'^ Geiide 12 schneidet ein Kegei, der 
duich die Pa icte o ^ b ^ t j unl dmch dieselben viei Geraden geht. Nun liegen 
abei die Pincte Oj a^ hj b^ Cj r mit dem Puncte 345, dem gemein- 
3chafthi,hen Scheitel beidei kegel, in geiader Traie, die leiden Kegel fallen 
also ansammen, das heisst, die Ebenen ajbi%, agbjtä treffen die Gerade 12 
in demselben Puncte, Also: Die Ebenen njbjCj, «jb^Cj, ..., toelche dm Seiien- 
flfichmi 1,2,... d^ Pentaeders mtspredien, bÜdm dn neues Pentaeder, dessen 
Kanten die mtsprechenden Kanten des ersten trefm, und daher liegen die ßinf 
Gnaden, in denen sich die eniapreclumden Sätenebenm, der bdden Pentaeder 
sehneiden, in ema- eimdgen Ebene. 

218, Wir haben oben bewiesen, daaa dem Schnitte der Hesaiana durch 
eine Ebene E eine Eanraeorve k sechster Ordnung entspricht (1G8). Es sei 
£F ein Punot von Je, o' der entsprechende Punot von E. Die Polargerade 
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dei Ebene h m Ee/ng auf den FoUik?gel \oii o tiiiFE ilie Ilessiana nicht 
blos m o', sondein auch in dtei andertn Puimten l in n Die Lbene h ist 
aI«o die gemischle Pohiebene der Pmictenpaaie o, 1, o, m, o, n, das beis«it 
sie lat die Poltiebene von o m Beiitg auf die Folatkegel yon I m n .E 
enthalt daber die Scheitel dieser diei Kegel, und lulgbcli geboien die Puncte 
1, m, n der 7 an Also Die Polargeraden det Ebeni' E vn Bezug auf die 
Poiarkegel deien Schafe! in dtesei Ebene hegen, treten jede die Raumcarve L 
in diei Furu,ten 

Wie Tiel solcher Polaigeraden dei Ebene E gehen durch einen bebebigen 
Punct von X- i Man miiBs einen Piinct suchen, welcher mit O als gemischte 
Polarebene di& E hat solcher Punct ist jeder Punct dei Polargeiaden von E 
m Bezug ^uf den Polarkegel von o Diese Gerade tiifft, wie man vorhin 
gesehen, die Cnrve A in diei Puncten l,iii,n, und die Pokrgeraden von E 
in Bezug auf dze Polarkegel \on l,m, n gehen duich o £' gibt also diei 
Folaigeradt welche durih einen hehelnqen PunrI ton k gdiin 

Wie viel dieoei Polaigeraden tiiftt eme -willkürliche fTeiido gl Oder 
anders, wie viel Puncte gibt es auf g, welche E ah Polarebene haben m Be 
zug auf einen Polaikegal dessen Pol auf l liegt? Die Pole dei Quadri 
pylarflachen, m Bezug auf ■welche die Puncte vtn g die Pole von E sind 
(187), liegen ant einei ciibiachen Baumcuive welche mit l acht Puncte ge 
mein hat (121) Alsc Dil Folaigeradm d<.r Ebene F m Bezug auf die 
Polaitegd, deren Scheitel atrh in dieser Ebene befinden, bildm eine Fläche 
achter Ordnmig .Fka diese Fläche tat h eine dieijadie Omve, denn m jedem 
ihrer Puncte kreuzen Eich drei Geneiatnsen Ihe numheke Fläehe geht dutch 
die xekn Qeiaden p, weil jede dieser letztem ils Polargerade einer beliebigen 
Ebene in Bezug auf die Qtiadnpolaj^iche des entspi eckenden Pimotea j 
betra:,htet weiden kann 

Die Geneiatiixen dei Flache tieffen die Ebene E in den Scheiteln der 
PoUikegel , also enthalt die tlaeke den ebentn Schnitt dei Hesstana auf E 
bie enthalt ausserdem noch vier Geiade, die auch aul E hegen Es sind 
diea die ßeiuhrungsgeneiatn^en von E mit den viei PoHikegeln, deien Pole 
die Doppelpuncte det Polaiflache von E sind (188) 

Ist E die Ebene im Unendlichen, so sind die Poiaikegel dei Puncfo 
von L Cjlmder, unter denen diejenigen welche E lieiuhren, viei an dei Zahl, 
puabr>lisi.h Bind Dip Foki^eiaden lon L weiden die ixen die^iei C\ 

219 Von nekbei tiasse ist dit Envelopjx d^i Ebenen, wilche dm lim 
damentcdßache F, m hai mouischen cuhisüieii daten icknetdi.t^)'^ Es sei g 
eine wiUkuiliche Geiade r ein Punet, welohei g und der Fandamentalflache 



1) Eine Flaocurve dritter Ordnung helaat karmoniseh oder Hquiankarmoniech 
nach den Special werthen des constiinten Doppel Verhältnisses von vier Tangenten, 
die von einem beliebigen Puncte der Curve ausgehen. Einieiiang, No. 27, 131 b' 
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gemein ist; man muss nun eine solche Ebene, welche durcli^geht, suchen, daes 
die vier Tangenten, die man von x an Fg in dieser Ebene ziehen kann, ein 
harmonisches System bilden. Nun bilden die Tangenten, die man von t an 
Fg ziehen kann (67) einen Kegel vierter Ordnung, welcher, da er im Allge- 
meinen keine Doppelgeneratrixen hat, noch stationäre, von der zwölften Classe 
i^t. Indem man diesen Kegel und die Gerade g durch eine Ebene schneidet, 
erhält man eine allgemeine Curve c vierter Ordnung und einen Pun et g. Es 
handelt sieh nun darum, von g eine Gerade zu ziehen, weiche c in vier har- 
monischen Functen sthneiiiet. Man weiss aber ^l, daas dieses Problem sechs 
Anflösungen ziilässt, also ist die gesuchte Enveloppe dne Fläche von dei' 
gechalen Clasie. 

Auf die nämliche Weise ündet man den Satz: Die Ebenen, welche die 
Fundamentalfläeke in äqui'anhannvnischen avibiichen Cwven schneiden, umhikUen 
eine Fläche vierter Ctaaac. 

Eine cabisehe Curve mit einer Spitze ist gleichzeitig ein Specialfall der 
harmonischen cnbischen Curve und der äquianh armenischen. Also sind die 
beiden Flächen sechster Mnrf vt&ier Glosse, welche wii eben betrachtet haben, 
in die Developpable (172) eingeschrieben, die dweh die stationären Tangential' 
ebenen gebildet teird (das heisst, die der Fundamentalfläche längs der para- 
bolischen Curve umgeschrieben ist). 

Unter den Ebenen, welche die Fundamentalfläche in äqaianharmonischen 
cubiechen Curven schneiden, befinden sich aitrk die zehn %u pp analogen Ebenen 
(207), dass heisst diejenigen, welche durch einen Doppelpunct und die ent- 
sprechende Gerade gehen. In der That ist die erste Polarfläche von p ein 
Ebenenpaar, dass durch p geht, und die ersten Polarflächen der Puncte von 
p 'iind Kegel, welche die Ebene pp längs Geradenpaaren durch p in Invo- 
lution schneiden. Die Doppelbtrahlen dieser Involution und die Gerade p 
bilden also die Jacobiana des Netzes von Kegeli^chnitten , längs deren die 
Ebene pp die Quadripolarfläcben dieser Puncte schneidet. (Diese Jacubiana 
ist der Schnitt der Ebene pp durch die Polaifläche dieser Ebene). Wenn 
aber die Jacobiana des Netzes der Polarkegelschnitte das System dreier Ge- 
raden ist, so ist die Fundamen ta.lcurve äquianharraonist-h, folglich trifft die 
Ebene pp die Fundamenfalfläche in einer äqiii an harmonischen cubischen Curve. 



solche algehraiiche 
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CAPITEL III. 

DIE SIEBENTTND7W 4NZir CEEADEN EINER FIÄCHE 
DRITTER OPDMNC 

220 E e B U „ nt alebene de l uänia alf] d e F^ sehne det d ese 
Flache n eine cnb sehen Curve m t zwe Doppelt " '^'^i ( l^n be den Be 
rtihraugsp nct n) kss he sst n e ne ( eraden nd e nen ] Kegelschn tte 
D e Zal 1 de a f i^^ I egende Ge aden st also gle ch der Zahl de B tau 
gen eu welcl e dutüi e e bei b gen Punct des Baumes gehen oder auch 
gle cl de CluBse de le eloppableu Fl (.he »elcle de Enveloppe der Bi 
tangent alcbc en st D eso Clasae st u (67) gle h 27 also e tkatt es le 
Fkche l Me C d g Alljer t e 27 G rad 

Ist a e e d eae Ge iden so sehne det )ede du ch a gelegte T.he e 
die Fkohe n e neui Regelscl Uudbe htse a den be den Du ch 
sehn ttepuncten d eses Eegelschu ttes mt a (171) Lasst man d e Bbe e um 
o rot e en so e e j n he he l n B -al -u gs^un e ei e In ulut on deren 
Doj pelj u cte d e Be üh ungsp cte von « n t de Hess ana s ä ode was 
auf da seil e h na sla ft ra t de parabol scheu tu o Unter de Ebene 
d e durch a gelegt d g bt es f_171) f nf welche F^ e nem Kegelschn tt 
Kl t D fj elpu et (^ ve berale ausser a) sehne den das heast d oh jede 
T fec Flh Ji gelege e rode geh Jüitf T U nye t ahbenet (zwe Beriih 
ingspuncte auf de &e aden de d tte a sse hilh) ümgefcei rt rausa jede 
Ir tangent alebene d e FU he 1 ng d e e Ge ade sehne den (e ne üb sehe 
C ve ra t d e Dopf elj n te ) al o E e bä eb g Ge ade a f der Fl he 
tnfft 2 5 = 10 adee feade de eibc Flache nd de Zahl h F la 

gent akb/' en jsi — —— = 45 

8ind a b,c drei Geiade, die in derselben Tritangenti alebene liegen, so 
gehen diuch jede bolche Gerade vier dreifache Tangentialebenen ausser abc, 
jede diesei Ebenen entliUt awei neue Gerade, und man erhalt ao die 3-4-3 = 24 
Geraden welche mit a b,c die Zahl 2T vervollBtändigen, 

221 Die neun Ger-iden, in denen sich die Seitenebenen zweier gege- 
bener Tneder schneiden bilden die Basis eines Büscheis eubiseher Flächen, 
zu denen auch die beiden Trieder gehören. Die Fläche des Büschels, welche 
durch einen gegebenen Punct j) geht, erhält man auf folgende Weise: Eine 
beliebig duich p gelegte Ebene schneidet die neun Geraden in neun Puncten, 
welche ila Duichschtiiftapunete der Seiten zweier Dreiecke (Schnitte der 
beiden Tneder) die Basis eines Cur venbüaohela dritter Ordnung bilden. Eine 
dieser Gurren geht durch p und der Ort aller analogen Curaeti, welche mtm 
«rhält, wenn man die Ebene am p dreht, ist offenbar die gesuchte cubische 
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Fläche. Es seien 0^,5,, t^^; ig. «23, «a? %> «31 *i die Geraden, in deiieu die 
erste, zweite, dritte Seiteafläche des ersten Trieders bezüglich die Seiten- 
flächen des zweiten sclineidet; oder anders, es seien «j, Ö3, Cjj ; ö^,"^, I3; 
Cjj, Oj, fj die Geraden, in welelien bezüglich die erste, zweite, dritte Seiten- 
flache des zweiten Trieders die Seitenflächen des ersten schneidet ; dann 
können wir folgende Tripel aufstellen 

*it*2'*b1 ^■^.■'la; "r«a.03- 
ni jedem ie selben hat man drei Ueiade welche sich nicht schneiden die 
diBi Geraden j^ &j c„^ bestimmen ein Hyperbsloid welches die cubische 
riacJie nochmals laigs einer Oune I (dieselbe ist n cht eben) duttei Ord 
nung achneidet tine beliebig durch «j gelegte Ebene beiiihrt das Hyper 
boloid in einem Piincte r und die cubische Fliehe in zisei Puneten g^^ g^ 
I asst man die Ebene tim a^ litieren su eigeben diePincte g, g„ eme dei 
emiachen Reihe dei Pwncte t piojectmsche In\olution und e» gibt also 
drei ialle dass em Funet X mit einem dei ents^Hechenden Puncte g zu 
ssmiDenlallt Das heisst Da^ Hypeiboloid und die cihische I^ lache beiuhren 
sich 111 diei Puncten von «j ebenso in drei Punoten \on Sj und in diei 
Puncten lon jg Uie Bemhiungspuncte iweiei Flachen sind iber die 
Doppel] uncte ihiei Schnitti, also sehne dct ? jede dei Geladen a^ Sj ^ in 
diei Puneten Daiaus folgt dass l das System die ei Geraden ist die 
a, b, „j sehne den '^) Analog sehneidet jedes dei Hypeih^loide welches 
den t inf aiideiii lupeln ontsjricht de cihisehc FUche in diei neuen Qe 
laden wit eil alten bi >> 6 =^ IS Qeiade welelie mit den neun Duichschnitten 
dei beitenflichen dei gegebenen Tiieder doa System der 37 Geiaden bilden 

222 Tai Bischel lon Plichcn S zweitei Oidniing dewen Ba^ia eine 
Ciirve c iiortei dning 'ei sei einem Büschel von Ebenen JS die s^ranat 
heb diich eme Ge ade a ^ehen projectiTiaeh Der Ot der KegdsdimtU 
i» dmen die ridf-hen ü durch die entsprechende» Ebenen E gea knilten «erden 
tit (113) eine Fläche F^ dritter Oidmtny Ihre Duichschnittspuncte mit einei 
beliebigen Geraden g erhalt man auf folgende Weise Die Gerade g tiiftt 
S in zwei Poncten j^ gj und F in einem Puncte :r die Puncfenpaare g^ g^ 
geben eme dei einfachen Eeihe 1er Pincle » 1 rojectivi che Involition und 
es gibt also dieimal en Zusammenfallen eines Puncles x mit einem ent 
sprechenden Puncte g 

Die Fliehe F^ geht duich die Basis dei beiden przeugenden Büschel 
(113), o^raheh dirch die Eaumciirve und die Geiide a Jede Ebene E 
beiulit F^ m zwei P incten es snd die« die be den I unete in denen die 
Geiide a die h tntspiecheide Flache !i selneikt Ui tei lei Fliehen 



1) Eine Verallgemeinerung dieses Satzes von Moutakd sehe b 
merkvmg ^). 
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(S gbt e= B\sei welche a beitihren da^ heitst es gibt zwd Ebmen E, welche 
staionare Elmen ^ d Jede Flache iS beiihrt Pj in vier P mieten, nämlich 
la denjenigen in welchen die Eaumcui-ye C dnich die ä entsprechende Ebene 
getroffen wiid 

Unf& den LI itr E gibt es filwf (171) welche tlie ^sprechende Flache 
S hervhren lede dieser Elenen lat also eine Tangentialebene vonF^ in drei 
Pnncten und schneidet diese Flacl e m zwei Geiiden aussei a Indem mau 
von einet beliebige! solchen Tnlangentnlebene ausgeht findet man das voll- 
standige System dei 97 Geraden wieder wie oben (2301 

923 Wir wollen jetzt voraussetzen die Ebenen E seien die Polarebenen 
eines festen Punctes p in Bezug auf die Qaadrifiachen ä, dann ist der Ort 
da B&^irtingacurvm ifwiseken, den Qwdfißächeti des Büschels und den um- 
geschiebenen Kegeln ■bom, kt^iettd p etne cuhtsche Flaute F^ , welche durch die 
Basis des BilschoU geht und aich durch den Pimct p, wegen deijenigeii 
Qiadiiflaclie S weldie durcl p geht Die Ebenen F der Beruh runga cur ven 
gehen duich ein und d eselbe Gorade a welche ilso auf der Fläche F^ liegt. 

In dem Bi ichol Q i'iduflicl en g bt es vier Kegel , und für jeden der- 
belben verfallt die Beruhiungseune in zwei &ei d d Fb d 1 

o hegen Die Fliehe S die durch f geht "äi d d P 1 b i) 

m ?wei Geraden {,LSi,hiitt6i die sich in ij kieu d d Bb d h 

a geht Wii hibea ''o 10 Geiade erhalten w I h paa w Eb n n 

hegen welche i uch a gehen 

Ii dem wi die beiden n p gekieuzten G d b t ht h w 

jede in zwei Pi ncten luf der Raumcun e aufst h d d h d C d 

11 eiche sie ve bindet kinn man viei Tangei tial b o h J d 

d ese Ebenen beiuh t in denselben Pnnote in d C 1 1 hl 

Flache F^ «eil die Gerade weUie p mit dem B ' P ^ ^ 

in den letztern Pmcte F^ ber ihit und m t d T g C d T 

gentniel ene von F^ bestimmt Jede d eber Eb t I d f h T 

gentalebene ind BcbnPiJet folglich i^, in zwei G d "fi h It 

so 2 4 2 = lt Ge ade -nelehe mit den lü seh h It dt 

Eanmei das. System de 27 C eraden leivollsta dg 

294 Wn woUei em linea es M enensystem dem Systeme der Puncte 
des Eiimes piojecfiisch nennen sobald einem beliebigen Punete j eine ein- 
zige Ebei e A entapiicht und umgekeli t ]edei Ebene \" ein einziger Punct 
X wenn ferner den Pnncten x einer Ebe le A die Ebenen X eines Netaes 
entspiechen welche diich en ind denselben PunU * gehen, und folglich 
den Punclen j einer Geiaden die Ebenen A eines Buscheis. Umgekehrt ent- 
spiechen dci Ebenen \ emes Buscheis die Puncte t einer Geraden, und 
den Ebenei A welehi, durch einen Punct f gehen die Puncte x einer Ebene 
A Die Puncte X und die Ebenen A bilden awei neue projectiviaclie 
to^ steine 
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Mail habe drei lineare Ebenensysteme, die sowohl unter sich als anoli 
mit dem Systeme der Pimcte des Raumes projeotiviseh aind, in der Art, daaa 
jedes der Tier homologen Elemente X^,X^,X^, x die drei andern eindeutig 
bestimmt. Es sei x' der gemeinschaftliche Punct der drei Ebenen X^^, X^, X^, 
dann bestimmen sich die Punete X,x' einer aus dem andern eindeutig; denn 
nenn jr' gegeben ist, so gebt durch diesen Punct im Allgemeinen ein einziges 
Tripel entsprechender Ebenen X^, X^, X^, denen ein einziger Punct X ent- 
flpricht (er entsteht durch den Durchachnitt der drei Ebenen X'^, X'^, X'^, 
welche dem Punete x' entsprechen). Man kann x ynd x' <üs homoloc/e 
Pancle i^weier projeclivischer Räume auffassen, und wir wollen die Curven und 
Flachen zu beetimmen suchen, welche in einem dieser Räume den GFeraden und 
Ebenen des andern ensprecben. 

Durchläuft X eine Ebene E, so erzeugt jede der Ebenen X ein Netz; 
man erhält so drei projecliviache Netze, 70n denen drei entsprechende Ebenen 
aicli in x' schneiden. Der Ort von x' ist also {1SJ7) eine Flache F^ dritter 
Ordnung, Daraus folgt, dass die Pimcte dieser Fläche einxeln dm Punct^t 
der Ebene E entsprechen, 

Alle citüechen Flä(Aeit F^, enlsprechmd den Eienen E des ersten Raumes, 
bilden ein Mnearea System, und geh&i durch dieselbe Ravmeurve h der sechsten 
Ordnung (136), Ort eines Punctes, durch welken drei entsprechende Büschel 
ww» Ebenen X hindurchgehen. Also entspricht einem beliebigst Punete x' fon 
k ansialf eines einfachen Pmtctes x eine Gerade x. 

BestJa-dbt x eine Gerade/ dann bilden die Ebenen X drei projectivische 
Büschel ; folglich (122), ist der Ort von x' eine cubische Raameurve. Diese 
Ciirve bildet mit k znsammen den vollständigen Durchschnitt zweier Flächen 
Fg, welche zwei Ebenen E entsprechen, welche durch die gegebene Gerade 
gehen. 

Eine Gerade und eine Ebene des ersten Raumes haben einen Fanct x 
gemein; der Punct x', welcher ihm entspricht, muss auch auf eine einzige 
Weise aus dem Durchschnitte der Curve und der FläcJie, welche bezüglich 
der Geraden und der Ebene entsprechen, sich ergeben. Diese Curve und 
Fläche sind aber beide von der dritten Ordnung, und haben also neun Puncto 
gemein. Von ihnen gehören (121) acht der Curve k an, und der neunte istx'. 

Daraus, daaa die cubische Eaumcurve, die einer beliebigen Geraden ent- 
spricht, k achtmal trifft , folgt , dass diese Gerade von allen Geraden m ge- 
troffen wird, welche den acht Puncten je' von k entsprechen. Das lieiast, 
die Gerad^t a des a-st&i Raumes, welche den Pimcten der Eaumcurve k ent- 
sprechen, bilden, eine Fläche adäen Grades, 

Drei Ebenen E schneiden sich in einem Puncto x, also haben drei Flächen 
Fg ausser der Curve k nur noch einen einzigen Punct x' gemein. 

Umgekehrt: Beschreibt der Funct x' im zweiten Räume eine Gerade, 
so erzeugt der Punct x eine cubische Eaumcurve, denn der Ort von x wird 
von einev willkürlichen Ebene E in ebensovielen Puncten getroffen, als die 
gegebene Gerade mit der Fläche F^ Durchsehnittspuncte hat, welche dieser 
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Ebene en'spiiclit W t' auf emei Ebenö L vauabel so erzeugt e eine 
cubisohe Flache Fg, in dei That w:id dei Oit ^on jr durch eine beliebige 
Rerade in den Puncten getioffen, nclche den DurchsohmttiipiinLten dei Fbene 
E mit dei Ciiiye entspiechen welche diesei Geraden entspiicht Und sobald 
dei Punct % der Duich'Jtlimtt dieiei homologe! Ebenen X'^,X'^ A'g dreier 
zu dem bysteme dei Puntte r des aweiten Raumes piojeotivischei Sjsteme 
ist, SU tolgt, daag F^ als Ol t di.r Puncte x construieit werden kann, die diei 
ent^pie elenden Lbenen dreiei piojecfi vis eher Netze gemein sind Folghch 
bilden die Flachen F'^, welche den Ebenen des zweiten Raumes entspiechen, 
selbst em Imeaies System und gehen duich. ein und dieselbe Raumcarve h' 
sechstel- Ordnung. Jedem Puncte x derselben entsprechen die Puncto x' 
einei: Geraden «:' '). 

225. Es sei j' ein Punct von ft, der allen Ebenen X^,X^, X^ dreier ent- 
sprechender Büschel gemein sei, deren Axen aj^,(ig,i:ij sein mögen; und es sei 
X die Gerade, welche die diesen Ebenen entsprechenden Puncte x enthält, daa 
heisst die gemeinsame Gerade der Ebenen X'j, X'^, X'^, welche x' entsprechen. 
Jedes Tripel homologer Ebenen, die bezüglich durch a^, a^, Oj gezogen sind, 
entspricht einem Puncte x von x, in der Art, dass der auf a; variable Punct 
X stets den festen Punct x' als homologen Punct hat; unter diesen Tripeln 
gibt SS aber drei, von denen jedes ans drei Ebenen durch ein und dieselbe 
Gerade besteht. In der Tliat, der dm-cli die projecti vischen Büschel (aj\ (a^) 
erzeugte Kegel (151), und der Kegel, welcher in analoger Weise durch die 
(o^), (dg) erzeugt wird, haben drei Gerade gemein ausser der gemeinschaftlichen 
Axe a,; jede derselben ist folglich der Durchschnitt dreier entspiechendei 
Ebenen A^, X^ Ag Also besitzt x drei Puncte, von denen jedei einei Oeraden 
entspricht , die duith x' geht, oder mit andern Weiten, j; steht auf l' m drei 
Puncten auf, denen diei Gerade x' die durch x gehen, entsprechen Analog 
iindet man Jcdbin Funete x von V taiispnckt etne Gerade a/, die auf i la 
drei Pun<.ten aa/sfeht, wid die Geraden x, welche diesen Punefen mtspiechen 
kiminen sich im x Das heisst Trifft etne Gerade die Cvavekm drei Puncten, 
so ge/ien dte drei Geladen, tLelche diesen Punct^i entsprechen, durch em und 
dettielben Pund x von Ic' umrf bilden fts sich allei^i die der gegebenen Geiaden 
mtsprechende cuhische CW»e, m dei Art, dass jedem andern Puncte dei 
selbe»! der /bsle Fwict x entspriLhi 

Beschieibt dei Punct x' eine Geiade j si gebt-n die Ebenen X ^ \ __ 1 ^ 



1) In dem ipeoiellen Falle, dass A,,Äj, \g dio Poloiebenen dos Punctea x 
in Bezug auf drei feste Qiiiidti£B,clien Bind, haben de Puncte XiX eine völlig 
reciproke (mxohd-'iviQhe) Beziehung, und einei Ebene L entapncht, zu welchem 
Baume man sie auch als angehörend beliachtet, eine emsige Fläche F^, Ort der 
Pole der Ebene L in Bciug auf die Fläoheu des durch die drei gegebenen Quadri- 
fiaclien beslimmfen TJelaes (123' Unter diesu Bedingung fallen auch die Cucven 
1 e'i würde um &tz si.m, die beiden Bäume zu unterscheiden. 
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drei piojectiviELhen Buschein Entsteh nrg, und foiglicli ist der Ort von I, wie 
wir es schon oben (224) bewiesen haben, eine cnbische Raumcui've, die den 
drei Hyppibcloiden gemein i^t welche die drei Büschel zu zwei imd zwei 
genommen eizeiigen Diese Ciuve zerlegt sich: 1. in einen Kegelschnitt und 
eine Gerade i, sobald g die Curve l- einmal trifft; 2. in drei Gerade (zwei 
deiselben i, i^, die sich nicht achneiden, werden durch die dritte geschnitten), 
sobald 9 die Cnne / zweimal trifft; 3. in drei Gerade a!^,a!g,a:g (von dem- 
selben Puncte von V aasgehend), wenn g die Cai-ve k dreimal schneidet. 
Abstrahieien mr von den Geladen x, welche den Puncten von h entsprechen, 
so können ■nii sagen dasi, der Geraden g eine cubiaehe Raumeurve, ein Kegel- 
tchntU, eine Gonade odei em Pmict entspricht, Je nachdem g mit h 0, 1, 2, 3 
Fände gemein hat 

Hieraus fclgt, da^s g, wenn sie auf der Fläche Fg liegt, h wenigstens 
einmal tiifft, da die g entsptcchende Linie auf der Ebene E liegen muss, 
welche F^ entspiicht Also Betrachtet •matt drei Gerade, die in derselhea 
dreifachen TangenUaUbene von P^ liegen, ao können nur folgende xwei Fälle 
eintreten entuedei treßen die drei Geraden k in je 2 Puncten, oder sie Ir^en 
diese Cwoe bezüglich tn 1,2,3 Puneten. 

220 El sei P, die cubische tUche welche einer gegebenen Ebene E 
entsprii.ht, diLse Ebene schneidet die Riiiinciirve k' in sechs Pmieten 
a a a a a welche wir Ftindatiientalpuncte nennen wollen Betrachten 
w nd Ptlb ILg U^g d eck pr hen 

det Ger i = (0 t d h m i F t ) f F 

l h j l f 1 dl f Ms ht hlhtd d 

Id BtdGd ^dPtdEb £tph 

w 1 h d m F da t Ipu t a^ II I h d d h das d 

EldPt f^dmBthl Gdpjt 1 

wlh d Ib £d h(i„gh 

i^^ t ft Ä t 1 w i m 

1 billg ! L d Kgllf 

dEb E ( 2 } J ttU ICd £btll 

mli.1ft N gbt 11-b BffhQdd t 

diesLi Eaumciirve zwei Puncte gemein haben, n.imlich, 

und F^ enthält also auch ßlnfzelm Gerade : 



b B 



von denett jede auf h in zwei Pimcten aufsteht. 

Die Geraden o„ und Cp„ (wo />, ff die Indioes zweier Fundamental puncte 
sind) treffen sich in einem Puncte, welcher der Richtung a^n^r, die von n^ aus- 
geht, angehört; die Ebene dieser Geraden, trifft folglich F^ in einer dritten 
Geraden, die nur einen einigen Punct mit k geraein hat; wir wollen sie 
durch b„ bezeichnen. Dieselbe Ebene trifft die sechs Geraden a, von denen 
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^wei o„ «^ duich Cp^ geschnitten neiden, da die entspipoliende Qeiade 
durch die Pnnote «„, o^, geht, folglich «ucl b„ ausser a^ noch Tiei andeie 
Reiade mit Ausnahme lun «„ acbnei^en üaiaus folgt diaa du l^ ent 
spiechende Kegelschnitt diuch fiinf Pundimentalpiincte geht mt AiifiiahiiiK 
von a„ Also enthalt J", ificÄs Hcue Gmade 



tili, h HUI II j( iuiem Pan te treffin, und den Ke^ehehiiitteii 

OjagO^ajüg, a^Oja^ajOt 01020405(16 fliOsOjagOs , "lasOdö^Ot i^i^jOs"**'; 
entspiechen wekho man duich die Fund amen talpnnctc zu )c flmf genumnien 
bescliioiben kann 

227 Da= sind also die 27 Geitden der Fliehe -T, NaJi dem Vi 1 
hergeliei den (J25) enthiilt jede dieifache Tangentiileheiie entwedei eine Gt 
rade u, eine Gerade 6 aaä eine Geiade i, jdei diel Geiacle 1, uud tol^lioh liegen 
zwei Geiade a odei zwei (ieticle b niemala in ein nnd derselben Ebene 

Triftt eine Gerade 6 odei r die Gerade o,, ai> mntB der entapiechende 
Kegelschnitt v"!i S odei die entspiethende Geiade von i. duich den Funda 
nientalpunU n„ gehen Also treften "iii-h aivei Geiade Og b^ iminei, sobald 
die Indicea p,a veiachieden Bind, und tieften sich nicht, wenn sie denselben 
Inde\ haben Jede Geiade <s„ triftt aussei den ftinf (-reraden i mit andeim 
Index die lunf Geladen Cpg, welche einen Indei. haben, dei gleich ,:; ist 

Hihen ^wei Linien auf E einen gemeinschafthchen Funct r, so haben 
die eiitspiech enden Linien auf r^ den homologen Punct t' gemein gehen 
abei die eisten Linien zugleich duioh einen Fundamentall im et «01 ^0 ^eigt 
das niu an dass die Linien auf Pj beide duich die Geiaie «„ in den Pnncfeu 
getroffen Vieiden, -nelche den Eichtungen der ersten Limen im Piincte a,o 
entspiechen 

Es folgt hieiauB, dass zwei Gerade c und ebenso eine Geiade h und 
eine Geiade 1. sich treffen, wenn die ent'^piechenden Linien einen ^oii den 
uechs Fnndamentalpuncten verschiedenen Durch sehn ittapunct haben Dte (js 
iad& bp bifft also alle Geraden c die eaien Index p haben, und zuet GmaiU 
c sjmeiäea siji, nenn alh Indirfs derselben tessahieden stnd 

Ls ist letit sehi leicht, die 45 Combmationen von le drei Geraden zu 
finden, welche in derijclben Ebene liegen Die Ebene, welcüte dweh ag wtJ 
bg geht, enlhait audt i„^ und letzle?e Gerade liegt auch tn dei Ebene a^bp 
denn die &jmbole Op^ und p^-ö dracken em und dieselbe Geiade aus, ntmhch 
die weiche der Geiaden entapncht die durch die Puncte a^, a^ geht Endlich 
atnddra Get ade e in emei Ebene, v-ennihie Indices alle sechs Zahlenl,2,3,-i,6,G, 
enthaiien. 

Wir geben hier eine Zusammenstellung der fünfu od vierzig Tripel von 
Geraden, welche in den dreifachen Tangentialebenen liegen. 
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"l^ä'^lS "b^Si 


sh% 


a^ijC^, 


'^s^'^ei "g*i'^61 


«1*3^3 ^*/23 


Sh'^ii 


"4 *a '^dä 


"■.»>«.. 1 «.'.«.. 


"iVu SK'^^ 


"a^i'^M 


0/3 c^ 


"5*3^3 ! "6*3^63 


*1*6'^15 ''3*6^6 


"3 *6 Sb 


".V„ 


».».'« 1 '.h'u 


\\\i "/sSc 


"a^^se 


\h'i^ 


«,i,Oj, 1 o.isC,, 



«u'^M^ee 


Cj^Cj^Cjg 


'u%%. 


"16 "a 


3*^48 


"16 "23 "^45 


'^ja'-cBSe 


''i3'^3i''m 


°li'''>»''36 


''15 ""j 


%h 


Sb^S 


=.2 "3/45 


W^9% 


Sl 36 30 


''is*'« 


e'34 





S38 Man zieht hieiaus 1 
Zw Ge ade, du, mclit ; 



fdnf Geraden gesdimtien {c.^^, 1 
a de n zwanz g Geladen gibt es fiisf, welche i 
r 5j Bcnne den, lind zehn, welche wedei d'e 
a b t eften 

i}j-e! G&^de, itdcJie shcli nnkf schneidet, w 

nämlichen diet G&aden (b^,b^,b^ 'jetioffm, 

(Oj, Oj, Og, Cgg, e^, c^^, welche weder a^ noch a 

Vier Ge>ade iieleha sich nicht schneidcti, v 

sfiCCT Qeradea getioßtn (6^, SJ, mit? weiden loii 

Zwei Sjsteme ■von je sechs Geriden nie 



lehrere inteies^inte Bemeikungen Zum Bi 
i detsellten Ehene Itegfn, wie o,, i,, uertfeit «> 



Untei den 
«, schneiden, fünf wekhe 
e noch die andeic Geiade 

0-, a, «-, werdeil durch die 
d es gibt «cchs Geiade 
och «j schneiden 
d^, ög, «j, a^ ioeriZe» lojj 
^ &tra<? n uic/jf gcschiij/tui 



Sj i^ *3 *i' *i * 
in dei en je .^wei hcracin^c Geiade aich nicht schneiden und 7«ci iicht honio 
löge Geiade sich ^tets schneiden, bilden das, wsb man nach ScHi.AFLi i), 
ein Doppeleechs nennt Fünf Geiade, wie a^ a^,a^,a^,a^, wekhe dem 
seilen Sechstupel angehmen, verdeii lon einei tiimgen Geraden {!/-) qi' 
schnitten und eine andere Qeiade (og) tiiflt sie nicht Aber fuaf Gerade, 
welche, ohne mch zu sihneiden, nic/if demselben /Sivhstupel angehöre, wie 
a., a„, (t„, o. , Cj-, Karden aoa awei Geraden (^51 ^ß) geiichmiten, und es 
gibt keine Geiade, welche nicht eine odei die inJeie die=ei funf Geraden 
schnitte 

229 Die Eizeugiingswei&e, ^selcher wn uns tm die lliclie F^ bedient 
haben, liat uns ganz natuthch auf das Doppelsechs geführt, welches aus den 

1) An altempt io deteirame ihe iueniy 3evmi Une-, upon a aurface 0/ the ihtrd 
Order tl (Q lartcrU Journal of MathemitiLs T U , iSSbJ 
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Geraden u, b gebildet ist. Man kann aber die 27 Geraden noch auf andere 
Weise verbinden , wra dadurcii ein Doppelsechs zu bilden. Ein Doppelsechs 
üf durch xicd homologe Gerade, wie ffij, i^, bestimmt, denn die fünf Geraden, 
welche b^ schneiden ohne a^ zu treffen, und die fünf Geraden, weiche a^ 
treffen ohne bj zu schneiden, veryollstandigen die beiden Sechstupe! des 
DoppelEechs. Daraus lässt sich die Zahl der Doppelseche ableiten, die man 
aus den 27 Geraden bilden kann. Jede dieser Geraden wiid von seohszehn 
andern Geraden nicht getroffen; es gibt also — r — Geradenpaare . welche 
sich nicht treffen. Jedes Paar bestimmt ein Doppelsechs, jedes Doppelseohs 
enthält aber sechs homologe Geradenpaare; aho tit die Zahl der Doppelsechs 
gleich ■ „ ■ '■„ = 3G. Hier eine Tabelle dieser sechsunddreis&ig Doppelsechs ; 



1 s 


> Sä" 


















ff 












s" s" 


iP ä" 

5* tP 

s" s" 


f i 

ii 












i'i 




C "'s 


«°' s" 




k" f 










k" s" 





y Google 



Ig2 Dritter Theil [Cftp. III, 

230 Wir hibcn sesfhen daas dei Ort des drei entspipchenden Ebenen 
dieier pi ojeotiTischei Netze von Ebenen gern einschaftl ich en Punefes eine 
Flache dritter Ordnung ist, deien Punote einzeln den Piincten einer testen 
Ebene entspiechen Umgekehrt kann man beweisen, dass eme beUebige (all 
gemeine) FlacAe F^ drtltcr Ojdmung duich drei pojechviiche Eben&imtze e> 
neugt werden, lann (nnd znai auf unendlich viel verschiedene Alten) ') 

Seien a^,a^,a^ diei Gerade dei gegebenen Flache /"g, die sich nicht 
schneiden (221) Eine beliebig durch Oj gezogene Ebene -Ij, und eine zweite 
Ebene A^ duich a^ gezogen, (reffen F^ in zwei Kegelschnitten, die einen 
Ponit gemein haben, (denn die Puncte, m welchen die Gerade jIj lg die 
beiden Kegdschnitte schneidet, mussen die drei Dui chsthnitlspiincte dieser 
Geladen mit F^ darstellenl diin,li diesen Punct und duich a^ legen wir 
eine Ebene 4^ Man eihalt so diei EbenenbÜschel, 'Helcbi^ untei sich die 
jenige Bezicliuijg haben welche Avöu^t ^j (^M^ZoyrojecijwiÄc/i nennt, das 
heisst Nimmt man in zwei Büscheln beliebig je eine Ebene an, so ist die 
entsprechende Ebene des dntten Büschels auf eine em?ige Ait bestimmt 
Die Flache fg ist dei Oit des diei entspieeheiden Ebenen ^emBinaamen 
Punctes 

Eine Tiitangentialebene, die dorch a^ gelegt ist tntit «j und «g in zwei 
Puiicten nelt-he di-n leiden Geraden dei F! che i^^g angehöien welche die Ebene 
au^isei dj enthalt Es gibt nun ^wei mögliche Falle Entweder die dieifache 
Tangentialebene enthalt eine Gerade, welche n^ und ög schneidet, und eine 
indere, welche wedei a^ noch a^ tufft, odei aber sie enthalt zwei öeiade, 
deien eine a^ schneidet und die andeie a^ Es gibt (921) diei Gerade 
welche «j ij und ig schneiden also ist die Zahl der Ebenen zweiter Art 
gleich ss/Ei Es seien ögtCig, "i^i^a die m diesen Ebenen enthaltenen Ge 
laden, und zwar seien ögiCj^ duich a^ geschnitten und die andern duich 
«g Die Geraden b^,a^ tieffen Sj, "^ "it-ht, und es liegt also die Geiade 
tjg weiche den Ebenen ö^'^b' \°'2 S^toem ist, auf dei Flache Ebenso 
tieffen sich die Ebenen c^^a^ fj^tg in einei Geraden b^ dei Hdthe Mail 
bezenhiii. die sechs Ebenen 

bfziij,!ich dl ich die Buchatahen 



Den Ebenen ^^,Ai'^ entspricht (bei duploprojectiviseher Beziehung) eine 
unbestimmte Ebene durch dg, denn diese beiden Ebenen schneiden sich in 
einer Geraden der Flache. Ebenso entspricht den Ebenen Aj, A'g eine be- 
liebige Ebene durch a^ : u, s. w. 

1"! Man ftbsüahicrl hiBibei von der Realität der in BetiBclit kommenden Elemente, 
ü; Duqmsüimifs di- i.nperßi:lehiis leriü ordlnh (Dh^ert inaug. ; Beiolmi 18S2). 
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Er ^ei E eine feste Ebene und mn, nl, Im diei m dieser Ebene ge 
angene Gerade Man nehme an, die Geiade mn sei dem Büschel (a^), d h 
dem Büschel, dessen A-^e «^ ist projectuisch (homogiaphisch) getheilt, in 
derAit, dasB den Puncten ui, n, Ig die drei Ebenen A^, afli'j, -i^j entspiechen, 
ebenso sei die Geiade nl dem Büschel (a^) so piojectivisch getheilt, dass 
den Piincten n, I VXf, die Ebenen X«, JU'j, l'j entspiechen, und die Gerade 
Im ■'0 jjiojeotiviBch dem Buscliel (Oj), dass die Puncte 1, m, M,, den Ebenen 
»IgjJt'g. -i^g entspiechen und man nehme ausseidem noch an dasa die Ebenen 
j4"j, A"^, A^j in dei duplopiojectmschen Beziehung siüi entsprechen (das 
hei'i^t, dass sie sich in einem Puncte jr',, von F^ schneiden), und daw die 
Geraden llji, mlHj, nlt|j in demselben Punctp Xq vou E zusammenlaufen 

Nun gibt ein beheLigei Puncf i dei Ebene H mit den Puncten 1, m n 
\eibunden diei neuen tteiaden tntstehuiig, welche tun, nl, Iw in drei neuen 
Puntten 1, tn, n tieften, diesen Puncten entsprechen dann m den Büscheln 
(a^), (Oj), (<tg) drei Ebenen A^, A^, A^ deien gemeinsamer Duichschnittipunct 
X sei Was ist dann dei Ort des Punotes l'? 

Wenn i em behebij,« Punct einer willkuilich iiii Eaume ingenommenen 
Geraden ist, so kann man durch diesen Piirtct eine Ebene des Büschels (a^} 
und eine des Bnschels (a^) legen Die entapiechende Ebene des diitten 
Büschels schneidet dann die willkürliche Gerade m einem Puncte t' Nimmt 
man abei umgekebit auf dieser Geraden heliebig den Punct i' an, und lasst 
dadurch eine Kbene des dntten Büschels gehen, su bestimmen die Ebenen 
paare dei beiden andcm Buachci, welche man als entsprechend betiachten kann, 
auf den Geraden zwei homographiocher Punctieihen Jeder der beiden sich 
selbst entspi e eben den Puncte dieser Reihen ist em Punct i, duich den je zwei 
Ebenen dei Büschel (a^) und (a^) gehen, ent-^pi ecliend dei duicht' gelegten Ebene 
des dutten Büschels Auf dei willklirlichen Geladen gibt es danach dreimal 
den Fall, dass em Punct i mit einem Puncte i' zusammentiifft , das heisst 
diei Puncte des Oites, mit ^ndem Woiten dei Ort des Punctes x' ist eine 
Flache diitter Ordnung 

Diese Flache geht duich die drei Gciaden a^,et^,a^, die Axen der 
diei duploprojectivjschen Büschel, denn jeder Punct diesei Geraden hegt 
offenbai in drei entspi ech enden Ebenen Abei das ist nni'h meht genug 
Wenn die Punete t, 111 bezüglich die Lagen 1, m annehmen, so wnd dei Punct 
n nnbestimmt Nun entsprechen den Puncten m ^on mn und I von nl die 
Ebenen A^ , X'^ der Büschel (a^), (a^), also ist die Ebene des dritten Büschels, 
welche diesen Ebenen entspricht, unbestimmt Daiaus schhesst man, dass 
die Gerade c,. die den Ebenen Xj,A.'2 gemein jst, vollständig auf dem 
Orte von I liegt Das nimliche Kaisonnemcnt besteht füi die andern Ge- 
raden m denen die Ebenen Xj,^^,!^, die Ebenen X\,X'j,A,'g tieffen 
Dei Oit von t und die gegebene FUche haben also neun Geiade und 
einen Punct y,, gemein das heiast, dei Oit von r' fallt mit der Flache F^ 
zusammen 
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Einem beliebigen Piincfe jr der Ebene E entspi-icht auf diese Weise 
ein Pimct von F^. Umgekehrt bestimmt ein beliebiger Punct x' diesem Fläche 
drei EbeneB 

denen drei Punote auf miij nl, Im entsprochen. Diese Puiiote bezüglich mit 
1, m, n vei'bnnden geben drei im Pimcte je zusammenlaufende Gerade. 
Man betrachte die drei Tripel correspondierendev Ebenen 

(üj) J,, A\, A"^; 

{a^) A^ , A'^ , A'\ ; 

(a„) A^ , A-^ , A"^ . 

1 j 1 i 1 d b 1 d d 11k i 1 h bl b b t t 

11 d T p 1 ml hlt d f tg 1 t k m 

llpithN b ml h 3 hmlh 

Utdtttitd lEb N mGdg Ib 

f 1 P Mt d ^ t t ■! 11 

kü I h Eb dl 1 1 t t d Eb ! 4 1 

A t d d G pp 

ijA i ^A i i__i i iA^Äi^ 

pjt hnd bhpt b das A g n die Ebene dee dritten 

Bll t IhdJb i 4 nddt loprojecti vi sehen Be- 

hfc tphldTh IC djdd' Tripel von Geraden 

(K m nn) II n m itn ) (11 nt n i") 

1 f m P t f d Eb £ m nd die drei Gruppen 

C d 

i(t 1 I I ) (m mm ( n , n'") 

hbd ItDjplblt 1 dCpi von Ebenen A pro- 

)t h dl hdn hd 1 GaJnll '.mm'", im" in dem- 

Ib P t d 11 h h l Eb n n 1 i\,^'"s durch deu- 

IbPtdUhrdht Id ntsprechende Ebenen 

d d il I I t h B 11 

Nhd Iddjlj t IB chel in drei projecti- 

1 B h 1 ni4, t t 1 b I p If 11 d projectivischer Netze, 

k w dfl dfettMld (154) in Anwendung 

bglht k hd gt Fläche zu verändern, 

d r 1 t I P b n 



A^,A'g,A'\, 
die projectivischen Netze unterschieben; 
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A'\, A\, Ä\, ..., F",... 
worin drei entsprechende Ebenen im Aligemeinen nicht nielir als einen ein- 
zigen Piinct gemein liaben (tleaaen Ort die vorgelegte Fläche ist). Aber es 
gibt sechs Tripel von entsprecli enden Ebenen (wie A^, A'^, A"g), welche 
durch eine Gerade gehen i). 

Audi hier können wir wieder die Piincte der Fläche einzeln den Puncten 
einer beliebig gegebenen Ebene C entsprechen lassen. Dazu genügt nämlich 
die Herstellung einer projectivisohen (reciproken) Beziehung zwischen den 
Puncten der Ebene C und den Ebenen eines der drei Netze, in der Art, 
dasE einem Puncte ron C eine Eljene des Netzes und den Puncten einer 
Geraden auf & die Ebenen eines Büschels in dem Netze entsprechen, und 
umgekehrt. Jedem beliebigen Puncte von C entspricht nun eine Ebene in 
jedem Netze und folglich ein Punct von F^, und umgekehrt. 



CAPITEL IV. 

ABBILDUNG EINER FLÄCHE DRITTE!! ORDNUNG 
AUF EINER EBENE. 

2j1 T\ii tabu elei (2ii(l) be-nie-ien diss ledc allgemeine Flache 
d itter Oitliiuiig r^ all einei gegebenen Ebene L in der Art abgebildet 
werden kann dass die Puncte x von i. und die Puncte t' ^on F^ sich 
emdeutig ent'piechen Daraus folgt abet, dasö man auf der Ebene dte (feo 
meine der Lmien studimen lanrt, dte auf ftner Fläche dnllei Otdnvng ge 
zogen sind 

Bei diesci Abbildung cntspiechen den 27 Geraden vcn i*', aul E 1 sechs 
Puncte 0[, n„ O^ a^ a^, a^ die nu J vndamcnfalpuncte ^.enannt haben, 
2 die eedis Regelsehnilte weicht- man durch je fünf dei Fundamen talpuncte 
legen kann, 3 die fiinf/ehn Geladen welclie die Fundamentalpuncte zu iwei 
und Äwei verbinden Die Geradon a weiche den 'cchs Puncten, und die &e 
raden ö, welche den sechs Kegelschnitten ent'.piechcn bilden die bpiden Sechs 
tnpel eines Doppelseths (227) 



I) Man beweist dies dnich die oI>cn (''21:) an^enendeten Bet aclitiingcn oder 
luch mittelst der Methode, welche Schboetfr iq einer Abhandlung über die i1 
Geraden benutzt hat (Naehaeiia der 27 Geraden auf der allgemeinen Oberflache 
d'itle^ Ordninq Ctelles Journal hA 05 ISCjJ 
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'\\ 1 wellen um \ei-siclien wenigstens in den intereBaan testen Palten 
fnlgende leiden Iiaten aitzuljsen 1 die Natir dei Plane irva zu finden 
welche eni,r gegebenen Cii\e iif F^ tnt^ icl t 2 zu best imei i eiche 
Cune ui P^ euer gegebei en Planci le eit=iielt 

2d^ Liner bei ebi^en Ebene C ei fspricht e ne Hache 3* j drittel Ord 
nung (224) welcl e diiich die Ciive l gebt lUo eniijncht dem Dui-ch 
sohniUe vnn i'g mit £ der Dmchschnitt v a E mit ^ da' heisst emer 
auf Fj gezogene] evhiechen PlariLWue ent''pinht attf E eine -ubisdie Curve 
welche durch die sechs Fundamentaipuncie geht und umgekehrt einei beliebigen 
cubisohen Cune welche diirLh diese sechs Fiindamentalpiincte geht ent 
spiicht ein ebene Schnitt von £'g /wei eubisclie Curven diuch diese seiliE 
Puncte auf E gezogen schneiden sich ii drei leien Puncteii welche den 
Duichschnittspuiicten \cn Fg mit emei beliebigen Goialen (dei Dmchachnitts 
geiadei zweier Ebenen C ) entsprechen 

Beibhit t die Flache F^ im P inote t so hat die entsj red ende cubi 
sehe Curie auf L emei D j-jelpunct ni entsp echeiden Pinute x Gehort 
X dei Geladen a„ an so wird e dei diesei Gtiaden entsp echende lunda 
menfaliunct a„ In diesem lalle enthalt die Ebene C die Gerade a und 
schneidet i'g noch in einem Kegelschnitt also Ene ciilische Cuive die duieh 
die Fundamentalpuncte bescbiieben ist und fii welche einer dieser Puncte 
ein Doppelpnnct iit entspiicht einem Kegelschnitt der F^ und ei lei Bitan 
gentialebene gemein ist welche duich eiie Geiade j geht \lle analogen 
cubischen Curven welche den Knoten im nämlichen I imlamentalpuncte a^ 
Ilaben bilden ein Buschc.1 De Involution der Tingentenj-aare m Kn ten 
puncte entf:pricht der Imdution dei Punc(i,npaaie m denen a^ lon den Kegel 
schnitten dei Bitangentiil ebenen gesi,bnitten wiid und die Dtpielstrililen 
dei ersten Involution eutapreehen den Doppelpimcten der zweiten das heisst 
dte beiden cubt^chew Ciiv&i des Biisckeh füi loelche der Dopidpimct tg ein 
SUclhehrpunct tat entBpreJtm dmi beiden, KegeUckmtUn v i F^ welche die 
Gerade o. berahren 

Ebenso findet man leicht Dem Kugelschmfl sre eiffr Biiangentialehene 
wekhe dmcl die Gerade e„„ qüil enUpit ht evji KcgeUclwii der durch vier 
Ftendameiüaliunefe beecknebei ist auegeitommex 9p>^<r diesei Kegelschnitt 
und die Geiade n„a^ bilden die cubisUie Cur\e welche dem voilstandiifen 
DuichBchmtt der Bitingentialebene entspricht Dem Kegekchnttl t?« ttt einer 
Btlangenftalebene hegt welOie dtirüi die Qmade bp geht enlapnchl eine Gerade, 
loelehe dweh den Punci a, kmdurchliiifl Diese Geride und dei Kegelschnitt 
welchei durch die übrigen fünf Fundamentaipmete beschrieben ist bilden die 
cubische Curve welche dem vollständigen Schnitte dei Bitangentialebene 
entsj rieht 

2d3 Dd Riumj c Cg^ m 7er Fg ion c Flache v te dnrng ge 
tohuiüten iurd entspnJit eine Platicui ve dte v m^ durch jeden Fundamentalpur et 
geht, wegen der v Puncte, in denen die Flache v ter Oidnuog durch jede der 
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Ge idei a gesohnitten wiri Diese PIsnouive wiid von ciiiei beliebig duich 
die Fundaraentalpi iicte a-^ a^ % ^j'^^'H liesdiuebenen cubischen Ciirve 
111 diesen Piicten wolihe ils tv Duiclisi-hnitte selten und in Sv andein 
Pineten geschnittei de denjenigei entspieihen, in iselclien Ogj, ^on einer 
Lbene getioffen w d De Plancurve, weicht, Cg„ entapiicht, I5t also ^on 
de üiining^v m\ len Geschlecht l(3i-2-3v + 2)—(J h«^)- -v oi aus gesetzt, 
daäa die beidtn Fliehen in ^Puicten eine einfache und in " Pimcten eine 
stationäre teiuhiung haben (58 117' 

234 Sei (' = 2 In diesem I alle schneidet eine Qtiadiiflache die Fkche 
F^ li einer Rauniiane e^^ Aeckstet Otdnung und tmn OoaüilerMa 4, «eldhe 
jede der 27 Geiaden zweimal tniFt Ihi entspricht auf E eine Planomve 
von dei 'selben dnung welche zweimal durch jeden Öer Puncte Oj, , Hg 
geht Diese Cime kann noch ausserdem viei Doppelpuncte haben, also hann 
eine Quad tflaüie die Flu fe Tg hodtsima in vta Pmcten. hmühtn, ohne dass 
die Diiiclis hniitscujBe sich in meilBie Curven auflöst 

235 Geht die Qiadniiache duich Geiade \on F^, z B dmi,h 6j =o 
zeifallt die Ciive C^^ mawei Theile, daen, sümie. etnt Cwvt Ogg du Junßcv 
Chdnini} und vom Gesdkchte 2 ut Während &j dem Kegelschnitt 
0^03(1,0,0^ entsi licht entspricht der Curie c^^ *i"^ Plancurve a^^a^OgO^aj^a^ 
(das heilst die zweimal dnicb a, geht und einmal durch 02,0g,..,0g) der 
iieiten Ordnung Di^e Plaiicuiie trifft (ausser in den Fundamentaipiincten) 
den Kegelachnitt OjOjOjOgOj in drei Puncten, die andern Kegelschnitte 
ajO^o^OjOß in zwei Punoten die Geraden 0,0^, .--, fing '" einem Puncte 
i nd die mdeii freraden 0, Q^Og in Kwei Puncten, und also trifft die 
Raimcine C ^ dreimal d e &e ade öj, zweimal die Geraden Oj, i^, 6j , . ., 
*fl '"'B ''54 56 ^^^ " ' einnnl die Geraden o^, . .., ct^, Cj^, ..., Cj^. 

Wenn de Quadriflache stitt duith 6, zi gehen duich eine Gerade Cj^ 
oder eine Goiade 0, geht so eih It man eiie Pkncune fünfter Ordnung 
Oj^a^aga^^a^a^" oder eine Planonrie sechstel Oidnung a^a„''ag^a^a^a^ , die 
immer einer Eaumciuve ent^piechen welche 0^^ analog ist 

Jede Ge ade auf F^ bestmni auf dieset Fläcfu, ein System ^u C^j «no- 
/oger Cmven Alle Curven eines Systems tieffen dieselbe Gerade dreimal. 
Jede (arte eines gegeber eu Sjatems ist dur h sechs Funde bestimmt denn 
die Plancurse «i^OaOjOjOgii. kann duich ^echs beliebige Puncte gehen Zinei 
Omien dest,ell/en Sj/stet 1 dneiden sich m et-eben Puni-fefi, zwei Curven aus 

idie sich nicht treffen) 
,.„.h,rf.„e, 3,.i™e, ml,i,«hc„l .«, l,e,a,le„ | j;, ,,„,, ,„fc ]• 
, , I acht) 
haben | > P inole gemein 

236 Geht die Quadriflache durch zwei, Gorade, die nicht in derselben 
Ebene hegen wie 5, b^ so schneidet sie Fj nochmals in eimr Baumcurve 
Cjg Tier fljdmiQ tnd < icMcdile 0, die nicht der Durchschnitt 
Bicei I lachen ^> eitei Unamir st Die gegebene Quadriflache hat in der 
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That zwei Systeme gerai^liniger Getieratrixen ; das eine gebildet ans Geraden, 
welche h^ und h^ schneiden, das anderen, ans Geraden, die weder öj^ noch S^ 
treffen. Nim trifft jede Generatrii des erstens Systems F^ in zwei Piincte der Ge- 
raden Sj b^ und also 6^^ in emem einz gen Puncte welclier der diitte Dmch 
schnittspi nct mit der Fiaihe i5t Dagegen triftt jede Geneiatrii dut. andein 
Sjstems ^3 (aiieserhilb b^ h) und folglich auch c^q in diei Pnncten Fi 
gibt dihei keine andeie Quadiiflache die diich c^^j geht weil die Duuh 
Hchrittacune zweier Fliehen zweitei Oidnung jele geiadlinige Geneiatrii 
jeder dei Qnsduflacheo wekhe dmch diese Tuiven ^ehen in zwei Puncten 
schnei Jen miiss ^) 

Dei Ouive e^y entspiieht anf E ein Kegelschnitt der dnrch die Pnncte 
üy a. geht und mit den den Geraden bj b^ entsprechenden Ktgplsohmtlen 
eine Curve «j"n„'Oj c^a^^o^^ dei sechsten Ordi ung bildet Aus den Durch 
schnittspnneten des kegelsiinitts a^a^ mit deu entsprechenden Cmven dei Ge 
laden von F^ beweist man daas dip Cuire c^^ die Geiaden b^ b in diei 
Puncten die zehn Geladen 1^ b^ ig ög Cg^ c^ c^ m zwei Pmcten 

und die zehn Gei iden a^ a^ ''13 '-h '^w "^ emeni e nzige Puncte 
sehne det Die fünf noch üb 1 gen a^ a^ a^ a^ Cj„ weiden von C^, gai 
nicht getioSen Daraus dass duich die Puncte a^ a^ und drei behebige 
andeie Pontte dei Geraden E nur ein emzigei L.ege!schiiitt gellt folgt 
daaa durch diet gegebae I'miie lort F^ steh nur eins em^ge Raumcurie 
mertei Ordnmig und vom 6esch!ec!te legen läest, iieleke duich i,wet gege 
hme 6&ade der mbiacken Flache die nicht m dereelben Ebene liegen dm 
mal qetroff Ln weiden soll ^} 

Lasst man die Qaadriäiclie diich 5j und c^j oder du cb j^ """^ 13 
odei dmch a^ und 5j odei duich a^ und ^ odei endhch dmch a^ ind a^ 
gehen s) erbalt man auf dei Ebene Sbezughdi eine Cuno a, a^o^ag diitter 
Ordnung, oder eine Ciiive a^a-tx^a^a^ der vierten Ordnung, oder eine Curve 
a^Sa^agO^ajUg der vierten Ordnung, oder eine Curve "^^fiO^ti^a^a^ fünfter 
Ordnung, oder endlich eine Curve ni^VS^^i^W der sechsten Ordnung, 
denen auf ^3 stets eine zu c^„ analoge Cnrve entspricht. 

237. Wenn die Quadriflache die Fläche F^'m einem Kegelschnitteschneidet, 
der z, B. in einer Ebene liegt, die durch a^ gebt, so haben die beiden Flächen 
ausserdem noch eine Maumcurve O^ , vieriet- Oi'dnung und vom Geschlecht« 1 ge- 
mein, die von jeder Geraden zweimal geschnitten wird, welche auf der Quadri- 



1) Die tOQ SiBiNBH in Beireff dieser Eaumoi 
mit mohreien anderen geometrisch Lcnicsen in eil 
den Annah di Matematicia, 1 4, p 71 

2) Zwei Kegelschnitte welche dmch ftj , Bj gehen, sobiieideii sich in zwei weitem 
Functen folglich schneiden sich aiieh awei Curven vierter Ordnung und vom Ge- 
Bcbicchte 0, die aui F^ gesogen sind nnd dieselben iwei Geraden C*j,*j) drei- 
mal tieften in ?hqi FunUnn 
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flache liegt, denn diese Geiade hit mit dpm Kegelschnitt einen Piinct gemein, 
und tnftt alao die eiibisohe Fladie nuch in zwei weiteren Punoten. Jede 
dnith die Geiade a^ gelegte Ebene schneidet F^ in einem Kegelschnitte, 
der mit e^, vier Puncte gemein hat, duich diesen Kegehclimtt und durch 
C^^ kann min also eine Fliehe zneitei Ordnung legen Die Curve e^,^ ißt 
daher die Basis eines Busthels Quadnflachen 

De Puive Cjj entspricht uf B eine Cmve a i'^'»4''5\ drittel dnung 
(da dei Kegelschnitt als entspiechende Cuivo eine ciihische Ci ive a^a HgtjCjag 
hat) folglich fiifft die RaiimcLiive C4 j die Cer'säe a^ nicht iie ti fft die 
zehn Qeriden b„ Sj, t^ c^^ in je ?\iei PunUen 11 1 die sechszehn 

noch ubiigen m |e einem Pnnote 

Die zehn Geiaden welche die RaumcniTe zweimal sehneidet weiden 
auch duich die einzige Geride ■welche der Curve nicht 1 egegnet getiDften 
Also entknlt F^ 27 ■^ystemc im Cuncn c^, die Ciiven ein und desselben 
Systems werden nicht von dei'elben Geiaden getioffen Tier Puncie he 
stanmert eme Cuite emes gegebeni^ Sj/it&ns Zwei Ourven desselben Systema 
hohen iner PuticCe gemein, 'wet Omten aus vei sclued&i&i Systemmi dagegen, 
idmn ien sich la fünf PunUen 

Vertauscht man die Gerade r^ mit einei andern su kinn min iideie 
Phncurven von hoheiei Ordning erl alten (aber se sind immei vom Ge 
ichleeht 1) die /u e^^ analcgen Raumcuiven entspiechen 

SdS De Dl cbachnlt<cii\e von P, mit e nei Quad iH che kann aich 
m ^iiei fuhiacJie Raumciuveu Cg^ zeifallen entepucht davon die c no eii ci 
beliebi[,en Geraden (224) in E 6.0 entspr cht die zweite einei Cuive 
V''>^'*3'W Itinflei Oidning D e Unteiwchung dieser Plan curven lasst 
augenblicklich eikennen, d<MB eine cabuche Ravmcurie (die auf Fg keytj 
sechs Gerade zweimal tn_fft, sechs ande e Oeiade meld t ißt und dt^ dhigen 
m einem, Puncie «•.hieidet Die beiden Giuppen von je sechs Puncten sind 
die conjugieifen Seckstupel desselben Doppelsechs, in det Ait, dass jedes 
Doppehechs umei cottjugterte 'Systeme i^Inschei Eaumnarven bettiinrnt, in denen 
jede Ctiive zweimal die Geraden des emen Sechstnpei tiiffl und die Geraden 
des andein Sei-hstnpel nicht schneidet Zwei cubtsdie Bawmeurvei welche 
duiüi dieselbe Quadnfiäche entstehen, gehören sfeta zwei cotijugierlen Systemen 
an, wnd utngekektf, und trefien sich in fiinf Fanden Zwei cubische Raum 
curven desselben Sysfemes haben emen einzigen Punct gemein 

259 Wii wellen letzt die Curven betiiohten welche aus dem Duich 
solnitt vrn F mit eiie ai dein Hiclie F'^ dei selben Ordnung entsteht Im 
Allgemeinen ibt dieser Schnitt me Raumca oe neunlir Ordnung neldiejedo 
dei 27 Geladen d eimai tnflt Die entspiechende Planoiive ist von der 
selben Oidnung und geht dieimil durch jeden Fundanientaipunct Daiaus 
f Ifct dihs diesB C r B eben wie de Pu u i€ lon Gt^Mecht 
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mDPI k hbt Icl IDppI[t]ib 

als ? /^ J Ai 1 Fläch 7 / ffl! el P t her^ 

?rf } Du f ! itl -^ aicl d t pH 

D bhH blddDbltt ^mt 

blFlh hfpiidPl L 

fOdgl^id dgl! bhE 

dmBild wM bibg&d d C 

d t d s p h 

UtdlbBds,gk wPm tOd 

d CddP l^gm IftlhC bll dd 

bdEm mtihlbOlDp^lit) hl 

h htPt dtffjllCd l^dbd 

R m C hl It 1 ) 1 bj t d 

drslbEb I ICd pb Idtbdd 

Eb d j ! ! d D I b tt b d b 1 Fl h 11 

tand gtUblRm hd h hP djl 

h tfftl UtdgdCd mlltlll d 

beid C i C 1 1 1 1 D i p Ip d t 

Gllhtl) Id I bPt ddE 

1 ff d t C d P t d 1 d 

8 
lltdibLl k ISb riJ"b 

R Od b V I 1 

K g 1 1 tt m t ( d w G 1 1 Ib t U 

Eb lgbh)Whb bh ItdAbh 

b 11 Si IfaJl f h It 

AgmrdJ'httlR gm (29) 

■wll Fl tOi tptdhd 

hdbdlil I 1 E tOd 

d tsi h 1 PI L f ft d 

t i t d Em m G hl ht 1 2> 7 Zw 

sTU^s Ruunic-uridt Cj j und e^ j deii Durdisehnitl von F^ mit einer andern mimi- 
schen Flache hldeit, «.es» mir die St/aleme (236, 237), denen sie angehären, 
denselben Geraden enlspreehen; das heiBst unter der Bedingung, dass die erste 



1) Z B diojenif,6n , welolie der eubisohen Curve OiOtOgCig^ unil Jei' Cuivb 
"i^^a'^s ''4"j ""'•s'' Ordnung enlapreohen; diu Gerade ist by 

ä) Z, B. die, welche eiuer cabischen Curve o.OoOgK.O, und einer Curve 
aj^ajCIga^OjOg'^ liertcr Ordnung entsprechen ; die Eigänaungsgerade ist i , 

8) Z.B. diejenigen, welche zwei Curven aaa/a.H^, l>j^lljOj^a,a,a, viecier 
Ordnung enlapreehen; die Ergänzungsgerade ist hier c.. 
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239-240] Abbitdmig einer culhchcn FiäcU auf einer Ebene. 191 

Raumcuive diejenige Geiide in diei Puncten schneidet, wekhe die ziieiteCiirve 
nicht tnfft Die beiden Eaumcnrven haben acht Puiicte gtmeiii Abei es 
i't nicht moghcb, dass zwei Cinven C^, nnd C^g ^phne Doppelpiinct) gleich- 
zeitig Hut znei Fliehen dnttei Oidiiimg hegen 

Als Specialfail des Voi hergehe nOtn iann der Schnitt dei FUchen F^, F"^ 
iusammengebeUt oem aus einei Cuive e^ einer cnbischen Raumcuive and 
emer Geiiden die icn jedei Cimt ^neim^l getiofien «ird Diese letztern 
haben 'echs Puncto gemem 

2i0 Man kann »bei auch noch andeie Eiumcuuen fünfter Oidnung 
betrachten die von Oj, veiachieden sind In der That, geht F^ duich eine 
Gerade nnd durch eine cnbisüiL RaumtHive die auf i'g hegen, ?o wird der 
Schnitt dnrch eine Raumciirve fiinftei Ordnung vei vollständig t, welche (239) vom 
Geschlecht 2 ist, wenn d:e Gerade und die cubische Raamciine zwei Punete 
gemein haben Schneidet aber die Gerade die cnbiBche Eaumcnr^e nur einmal 
odei gar nicht so eihalt man Raumciinen \on niedeiem Geschlecht 

Dei et=.te Fall tiitt z B ein wenn ilie Plancurve sechstel Oidniing, 

die dero vollständigen Schnitte von F^ und Z^ ent'-pucht, lus dem Regel- 

! t a « (d 1 G 1 i p ht) C t d 

(d bhR tphdtS 

P fthtld bhC aa m 

tDltt phl Äiw C f f ~hJ g 

d 07, G hl h l I ! d b 1 R m P t nnd 

dGd dl tntfItM hltdlbC c w d 

bd bhrih C c hb iblRm 

Ibd hPtg dd R ftl 

&d 0123Pt 111 d bglh cS 10 

P t h d 

M h 1 d 1 t t 11 B 1 PI h t O i g 



^am dmtd&dik P gmlt 

iglbttd d hd P taglt Jlnllgll 

u cjüf^Olffuä Q hl h U tplt 

h d d i- h R It P 



Ptdld&d kmPt 

V IdRm ecctftOdglgt d 

f Q d fl h 1 t h b D PI Ip t (d 1 

h btbfaPtllrak a Cdh 

1 1 d C w I treft ) d g 1 t d t d i i 1 

dtt 1 Dltttd gwlh &dd b 

i il h I I 1 h ! 
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41 D M I 1 f ü FL E d r ^ 1 ft li ^ F 

f 1 I 1 d d 1 ht Jas 

tlgg d dPltt pli U 

JEiim hOdg iltwlh TlldDh 

I tf b h Fl h l Id m f 1 d F 11 b f h 

lDFihFr"hb 1 Slittgm d ib 

d dTlIl&bt M mou h er Ord g nd 

lli A 4 6 h) Dhhtdrihrmt Qd 

fl 1 t t 1 1 1,2 4) 

2DPl!jrFhb bhK m d 

bll d U Jla tLl OtJ g vd 

m G chkl ^ II td IhC htPtg It 

ddjgGd 123Pt Idt Ihd bl 

C b ügl h 1 P t t fl D 1 Igt d w 1 

b I C m D 11 1 1 t 1 t 

D Tl h r F ^h gl 1dl Cd 1 

Kj,l! dk Ptffl hb D wldSltdh 

u R m rv ht 'hd j l 1112 IM d gt 

wlbdKglbt IPt diggb &d 

P t tfflUt d dmGd gbt 8981dbügll 

3210P t ghtt d 

4DP11 F F \ h 1 Gdd h hthdg 

hd hd brau hs er Ord g 

nd Ol G lieh l llji ^d feb Gl 

P to h 1 t 

V J C h t d d t if 

Qlflhglg Shllgll 1 b bt 1 

b D jp !f t 

D( tdj 11 Idwtlgfd 

b b (130 139 18) d 1 J t d fc I t 1 d Q d k g 1 

N D 1 1 d PI kai 11g m m C 

d g (d h mtl 1 1 l! i talp t ) f Igt 1 

d Bl PI 8D|pig d24t Tgt 

id htdlhR li P d 

1 Cd F \ A Ih llfiSt 
wlb Ptbl d4 Ihmtdlb 

d p t C t t 1 b 

IdIbW fdblEm b jde 

Bopp 1 ech J g Sj P 1 O d j l 

res kl h ZC d jgtStm h 

h b 20 P t g ih\a d 11 tai d g D I 1 tt h 

F^ und einer tlacbe vierter Oidmmg. 
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241—344] ÄLlildunff einer aihisahen Fläche auf eimr Eheiie. 193 

242. Es gibt auch eine Raumcm-ve sechster Ordmmg vom GeacJihcM 0, 
aber (üeselbe liegt nicht gleichzeitig auf zwei onbisehen Flächen. Man erhält 
diese Cuive, wenn man eine Fläche vierter Ordnung durch drei Gerade, wie 
5 5,, 6-, die sich nicht schneiden, und eine cubische Raiiracurve (entsprechend 
einer Curve a^ti^a^a^a^o^ vierter Ordnung) legt, welche jede Gerade in 
einem Puncte schneidet. Die dai-aus resultierende Curve Cg ^ entspricht einem 
Kegelschnitt, der durch keinen der Pundaraentalpuncte geht, und schneidet 
die cubische Eaumeurve in acht Puncten. unter den 27 Geraden von F^ gibt es 
6, 6, 15, die von c^ ^ bezüglich in 4, 0, 2 Puncten geschnitten werden. Diese 
Curve CjQ hat zehn scheinbare Doppelpuncte. 

243. Aus dem Durchschnitt zweier cubi.^cher FlÜcl en F^ F ku 
sich nur mim Baumcurven siebenter Ordnung Cj ^ und C^ ^ nä e e ea ge 
Ramiicarvo achter Ordnung Cg^ ergeben. Man erhält d ese Cnrven wenn 
man F^ bezüglich entweder durch einen Kegelschnitt oder d rch ewe sich 
nicht schneidende Gerade oder durch eine Gerade (von F^} gelegt de kt 

Auf Fg gibt es 27 Systeme von zu Og ^ analogen Cu ven ledea Syste n 
ist einer Geraden von F^ zugeordnet, Ist das System geg be s t d e C 
duieh \ieizehn Puncte bebtmmt Zi^ei Cuiven des'elben S\slems haben 
zwanzig Puncte gemem 

Doi DuLChsehnilt von F^ mit PJachen holieiei Oidnung gibt indere 
Curven 7,8,9, Oidnung Lasst man z B duidi zwei Geiide die sich 
nicht schneiden, und durch eine cubische Eiumciive, die keine dieser Ge- 
raden tnflt, eme Plaohe viertel Ordnung gehen so eihalt man eine Eaum- 
eurve j^ stebeiiier Oidnung undtom (rLi,chlechte 1, welche die Cubische Curve 
in ei]f Puncten und jede gegebene Geiade in fünf Puncten schneidet Legt 
min durch diei Gerade die sich nicht schneiden, und duich eine Curve c^g, 
welche zwei jener Geraden m einem Puncte fiifft und die dntte gtr nicht, 
eine Flache füniter Ordnung, so wird dei Schnitt durch ^ne Eavmcterie Cgj 
achter Oidnung und vom Geschhchte 1 vervollständigt, Tveiche C40 i" sechs- 
zehn Panctea, die beiden ersten Geraden in tunf Pancten und die dritle in 
sechs Puncten tiifft Endlich eihalt man eine EaumiMne Cgj^ neunter Ord- 
ntaiq und vom GeschlecJtte 1 , sobald dei Duichschmtt von F^ mit einer Flache 
sechster Ordnung sich in zwei Curven derselben Ordnung auflöst; u. s.w., u.s.w. 

244. Wir haben gesehen, dass ein und derselben Curve auf F^ , deren 
Ordnung und Geschlecht bekannt ist, auf E Plancutven verschiedener Ordnung 
entaprechen, die aber stets von demselben Gescblechte sind (54), Indem wir 
uns darauf beschränken, für jedes Geschlecht die Planourve von der kleinst 
möglichen Ordnungszahl zu betrachten, können wir folgende Uebersicht geben. 

1. Miner Gnaden auf B mfspricid auf F^ ein Kegdschnüi oder eine 
cubische RamncurvB, Jenaehdem die Gerade durch ^nen F^mdameata^wncl geht 
oder nicht. 

Oebhohj, ObciflKcliBn. li* 
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194 Dritter Theü. [Cap. IV. 

2. Eiaem Kegeheknitt mf B entspiickt auf F^ eine Ramncarve c,, „ od&' 
C5 ("^ Oro, jenaMem der KegelehnUt durdi S, 1, jPhmdamentalpunaie gehi. 

3. Einer allgemeinen ciibisehen Cwrve auf E entspricht aiaf F^ eine mibiaehe 
Plancwrve Cg , oder eine Eavmcurve c^ ^ oder Cj j oder Og j^ oder 0, j oder 
Cgj oÄar Cg^, jmtackdem die gegebene cuOache Owrve dwch 6,5,4,3,2,1,0 
Fundamenialpunde hindurchgeht. U. s. w.; u. s. w. 

245. Es sei jetzt auf E im Vllge ne n n e e L e ^-tei Ordiiung ge- 
geben, welche bezüglioi a^,a^,. a^ mal du ch 1 e Pu (Aü a^■:a.^,a^,■.■,a^ 
geht und mit ä Döppelpimcten und ? bj. tzen ve sehen st, die anderswo 
liegen. Die Ordnung der Eaumc e 1 e i auf i''^ entspricht, ist offenbar 
3v— S« 1) und ihr Geschlecht ist gena das nami che als las der Plancurve, 
«''<* i(._|)(._2)_iö«(^-l)-('?+x), 

Nua i't abei eine Kaumem've der (Sv— Sß)-tea Ordnung mit A Doppelpuocten 
j Spitzen und « scheinbaren Doppelpiinoten von dem durch folgende Formel 
gegebenen Gesctlecht; 

i(3v-Sa-l)(3v-.S«-2)-(ö + <» + »:), 
also ist 

o = 4/2-3>(S£' + l)^i(Sa + l)3 + 5(Sa2-Il 
Da i\ii ':0 die OiJniing der Haumeuive, die wir kuiz duich v^ bezeichnen 
wollen, die Zahl dei wiiilichen und si-heiubaren Doppelpuncte kennen, so 
können wu nach den Foimein Caylei b llO, 12) die andern Chaiikteii'^tiken 
der Cuive beiechnen naml i,h 

Die Oidning dei 0''ciIieienden Developpablen 

P = ''i(^i-l)-2(«+ >)-?.^ = "(^ + 3)-0«(a + D- {2<f -h 3^) ; 
die Classe diespt Developpablen 

ß = 3^^(v^_2)_6(a -I- o)_s^ = 3(„2_.aa2)_(eö+ 8^) ; 
die Zahl der stationäi'en Osculationsebenen 

ff = z+2C"-i'i) = 6i'(''-l)-2S«(3«-l)-3(4^+5j=); 
die ClassQ der doppeltberührenden Developpablen 
, = a + i(/'-i'i)(/' + Vj-9)-|-5 
= iv(v2-l)(>' + 6) + äSa2(Sä+l) 

_i[2J + 5;<_[-öß(a + l)][2v2 + 6i'--9-'Jd-3;c-öay 
H-lSa(3^+3z-l-Sa-7) + 'J; 
dio Zahl der Ebenen, welche die Curve in drei Puncten berühren, 
r = H(/'-%-/'(3/!-[-v,)~|-6/i + J0{,7+i-j)]; 

Umgekehrt drücken diese Zahlen auch die Eigenschaften der gegebenen 
Plimcurve aus, nämlich: In dem Systeme der oubischen Curven, welche durch 
die sechs Puncto o^, O3, Kg, o^, n^, o, gehen, gibt es a, die mit der gegebenen Curve 

1) S ist ah Summen Kelchen gebraucht worden. 
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-246] Abbld g ei er h 1 n b f w Eb 19 

ptgBhghb d !1 d 11 

tbl mNtzd blC gbt/id 

dO Ct wtOdgbb d)?wlh 

hd P il mBhlllb 1 

L bt wlhlggb C bh 

Mbit a d Iggb PI ^tadhd 

dmtlp t bd rglli Ihdhdrdmtl 

mtA hra ^ t, M ^ -{ ~ p) 1 B d ti 

t bd Pt hd ddCd^ — ^t) 

t ( b t II d F d t Ip t h d i fft l d b 

p 1 d P m ml 



[| I u u I p '■ 
,— S 1 lt. dl t 



h t 



1 + ) 



2i6 E ! 1 bt p 11 f d F 11 g h d II 

^ILNll ddb td dPl dlik dPdm 

tlp ht-O pnk d R the m d i d g d 

er g «tw Vo^i d ecl hneJ d &erad^i d Ai^hs pel j 

2 1^ l d & de des <md& Sed p l g cht jede ler f / h 

(fcrai Ger I m d oa der R mcu P nct g ff Jedes 

D pp Is 1i b t i t j gi U % l g R 

t d =!r t g g b gibt C w 1 h d 1 

b 1 1 g g g 1 P t e bt Zw C d Ib Sy t m 1 b 

D 1 1 tf 1 t 

DR -vStOdgtapbddPl Od 

gwlhd Ik d Pdmtlj tght ddP 

llbOdgldPl 5tOdgtpltd2 1 

dijdPdmtlpwtghtbll m d 11 dgDh 

htwbi^d Flh tOd dgh 

B g f das ml h D pp 1 h j g rt Sy t D 1 d 

Em hböPtg W L Dpplitb 

t fdlitw d tpldPl k Ihhb 

1 P d f Ip t ) d 1 1 b gl h Z U 

h b d ramtl 1 Cl kt t k f b d C d Ib 

UtA Im i kmDppIp t hd dhtaiflgd 

Charakteristiken : 
Ordnung Sv, 
Gescblecbt \ly-l)(y~i)^ 
Zahl der scheinbaren Doppelpuncte i'{4i'— 3), 
Ordnung der osculierenden Developpableii i'(i'4-3}, 
Classe derselben 3vS 

Zahl der stationären Osculationsebeiieti CK'' — IX 
Classe der doppeltberührenden Developpablen \y()/^—l){y--S) 
Zahl der dreifachenTangentialebenenH"— lX*'* + 10i'3 + 7i'^-7ii' +48} 

13*- 
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CAPITEL V. 

QUADRIFLÄCHEN, WELCHE AUS EINER ELÄCIIE 
DRITTER ORDNUNG KEGELSCHNITTE AUS- 
SCHNEIDEN. 

247. Zwei Kegelschnitte die auf einer gege&en&t Fläche F^ dritter Ord- 
mm.g liegen vmd zugleich in awea Ebenen, welche durch zwei Gerade der Fläche 
gehen, die sidt echnmden (wie a^,b.^, haben stets mod Puncte gemein, ■weil die 
geraeinaame Gerade beider Ebenen jeden Kegelschnitt iu zwei Puncten 
trifft, und ausserdem diese Gerade die Fläclie F^, ausser im Puncte a^^, nur in 
Kwei Puncten sclinoidet ; diese beiden Puticte sind also beiden Kegelschnitten ge- 
mein ümgekehit, haben znei Kegelschnitte auf dei Pläche zwei Puncte 
gemein, so schneidet die Gerade, welche diese Puncte veibinäet als Duich 
schnitt dei Ebenen beider Kegelschnitte, die Fliehe in einem dutten Puncte, 
welche den beiden Geladen dei Fliehe gemein ist, die in diesen Ebenen hegen 

Dagegen haben zwei Kegelschnitte auf der I'lache, die m zwei Ebenen 
Legen, welche dmch zwei Geiade, wie a^, a^, gehen, die sich nicht schneiden, 
einen i,miigcn Panct gemein, wie schon fruhei (229) bemerkt ist Zwei 
Kegelschnitte, die in zwei Ebenen hegen, welche dmch dieselbe Geiade a^ 
gehen, haben gai keinen Punct gemein, denn sie schneiden flj in ^wei con 
jugieiten Puncteipaaieu einer Involution (220) 

Folglich triflt eine Gerade dei FUohe, wie Oj jeden Kegelschnitt in 
zwei Puncten, dei in emei Ebene hegt, die durch o, gobt, dagegen jeden Kegel 
schnitt, der in einPi Ebene hegt welche duioh eine Geride geht, die a^ nicht 
schneidet in einem Puncte, abei die Geiade a^ trifit die Kegelschnitte nicht, 
deien Ebenen dmch Geiade gehen, welche aut a^ aufstehen 

248 Znei Kegelschnitte von F^, die in zwei Ebenen bczughch dmch 
o,, ö„ liegen, haben anei Puncto |,emein und bilden so die Baiis eines Büschels 
von Quaduflichen, von denen eine jede F^ m einem dutten Kegelschnitt 
tuftt, der in einei Ebene hegt, welche duich die Geiade Cj^ geht, die a^ 
und 6„ schneidet ^^ Diesei dutte Kegelschnitt kann beliebig angenommen 
weiden Denn, da die Basis des Buscheis \iei Puncto jedes Kegelschnittes 
entbilt, der in einei Ebene durch i^^ hegt, so genügt ein andeiei behebiger 
Punot diesei letzten Ebene um die Quadrifldche des Buscheis ^u bestimmen, 
die duich diesen Kegelschnitt geht Es gibt also eine einzige Quadt ißdiJti,, die 



1) Die EbeneD dci ilrei Kegelschnitte bilden eine cnbiBche Fläche, welche i'g 
in drei Kegelschnitten und diei GeiaQen schneidet Da die drei Kegelschnitte auf 
deiselben Quadi ifl tcht liegen, so sind die diei Geraden in einei Ebene enthalten 
1401 
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2i7— 549] Quadrißächen, die aus einer cubischeii Fläclie Kegelschn, aus3i>hneiden.\^1 

dchdeiKgeIhhttgeh inj i d ei Id Mg durch «j , öj , öj, gelegten 

Ebei & hegen Umg k h t t fft Q ü ifl 1 d Fläche F^ in drei Kegel- 

h tt h d a Eb a II -F" d Geraden, die in derselben 

Et) 1 g (iO) D f Igt d d b 1 b oonjugierte Punctenpawe 

d I 1 t w 1 h d b d K 1 1 tt dei- Fläche bezüglich auf 

b g b Id fc d ( 20) \ } II Curve zweiter Ordnung 

g h d ht t i^ 1 t 

249 F i L w Bt f 1 b von F^, die eine duvch 

d tdh?gltDhdbd Kegelschnitte (Ä), (B), 

ä d Eb th It ] k m Qnadrikegol legen, deren 

gitlfd jkCddDhli ttsgeradeii AB m Bezug 

f b 1 b g Fl h w t 3 1 gl die durch (Ä) und (£) 

g ht ^Vl L b 1 b Eb er die durch c^^ geht, dann 

g gt 1 Q diu h {ASrj Ib d 1 d Kegelachaitte (^),(B),(e) 
g It 1 G d -w 1 h d Seh t 1 d b den Kegel verbindet, zu 

b tm 

L t m d Eb B m b t erzeugt die Quadriftäche 

{4BC) B 1 I (4(7) d d f <i 4.B igt in der Ebene ^ und 

mdPtÄlm d drot projectivischea Büsche!. 

Dfdd Bhl d IG den ^Cin Puncten ge- 

httd Plb Bgfd t prechendea Flächen dos 

Bub t 1 (AC) dhdib&dgh 1 R oiproke von AC in Bo- 
g fdQdfll (AC), hIhW gehen die Polarebenen 
des Punctes o^i^ in Bezug avif die Quadriflächen (AC) durch ein und die- 
selbe Gerade. Also erzeugen die Polarebenen der Puncte a^p^ und ABG in 
Beaug auf die Fläche (ABC), wenn £ als variabel betrachtet wird, zwei 
pvojeotivische Büschel, und folglich ist der Ort der redproken Geraden von 
AB em Hyperboloid J^; die Geiteratnxeit des andern St/sfema deeselben sind 
offenboir die sv, AC in Bemg auf die Quadrifiäche (ABC) reciproken Oeradm, 
wenn die Ebene C um c.j variabel isi. Die Geraden AB, AC sehueiden aich 
im Puncte ABG, ihre Reciproken sind daher auf der Folarebene dieses Punctes 
in Bezug auf die Fläche {ABC). Das Hyperdohid J^ ist also die Enveloppe 
der Polarebeiie des Punctes ABG in Bezug auf die Quadrifläe/te {ABC), vienn 
Ä fest ist, und B und C variabel. 

Ein beliebiger Punct des Raumes ist der Durchschnitt von drei Ebenen 
A,B,C, welche eine Qnadrifläche {ABC) bestimmen; umgekehrt bestimmt 
jede Fläche (_ABG) einen Punct des Eaumes. Also: Das Hyperboloid J^ 
ist die Shiveloppe der Polarebenen der Puncte der Ebene A in Bezug auf die 
Qaadrißächm (ABC), wekhe diesen Puncten entsprechen. 

Sobald die reciproken Geraden von AB, AG in der Polarebene des 
Punctes ABC in Beaug auf die Quadrifläche {ABC) liegen, so ist der Durch- 
Hciinittspunct dieser Keciprokeu der Pol der Ebene A in Beaug iiiif diese 
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5'liche, also tat das Hijpeiholmd J^ dfi Ott df PtU du f tin Phcne 4 
m Be«ug auf die Quadi jßdJieu {ABU) 

Die Flachen (ABL) gehen daroh den festen Kegelschnitt (4), und also 
"(chneiden sich, die Pcliirebenen des Punctes Ojij in der Pclaigeiaden diese'i 
Punetes in Bezng auf den Kegel «hmU {Ä) DiiaiT* folgt, dais das Hyper 
buloid J^ die Ebene -1 m dei Polaigeiaden des Punctes (i,6„ in Bezug auf 
den Kegelschnitt ( 4) tiifft und analog m der Polargeraden des Ptinctes ajij; 
in Bezug auf denselben Eegelechnitt 

250 Man bezeichne dmch o den Punct SjCjj, dann ist eine behebige 
Rerade ol der Duiclisi,hnitt von Bwei Ebenen B, P Es seien [ m, n die zu 
conjugieifen liarmun!ii.hen Pniicte m Bezug auf die Punctenpaiie, die den 
Dutchaehnitt der Kegelsehnitte (B),(C) mit den Geraden ol i^'^'ii ^'^^''"' 
dann smd die Geradun Im, In die Polaien des Punotes o in Bezug aul diese 
Kegelschnitte, und es ist also Imn die Polaiobene von o in Be?ug auf die 
Quadriflaohen des Büschels (BC) Zieht man ausseidem in dei Kbene B 
durch o eine beliebige Gerade, welche den Kegelschnitt (B) und fclglieh 
auch die Hache F^ in zwei Puncten tiifft, so ist der hwinom=che conjiigierte 
Punct von a in Bezug aut diese Duicluobnittapuncte auf der Geraden Im 
gelegen, lolglich gehoit Im und ebenso In der Quadiiflithe , er-^ten 
Polaiflaohe von o in Bezug auf I:\ an , mit indem Woiten die Ebene Iwn 
beiuhit m 1 diese Quadtipotardache Daraus eigiht sich endlich, dass die 
Polarebenen des Punctu a m Bezug au/ ailb Quadnßächen (ABC), wob mch 
A,B, C sind, die QuadTipolarüacke lun o umkiülen 

Ich ennneie daian dabs das Hypeiboloid J"^ die Enveloppe der Polar 
ebene des Punctes -IBC in Bezug auf die Quadriflichen (ABC) ist A als 
fest angB'^ehen, lisst man nun 1 mit dt,r dieifaehen lingentialehene a^b^r^^ 
zusammenfallen (in diesem Falle leduciert ?ioh die Qnadnfliche (ABL) auf 
die beiden Ebenen B, C), so fallen ille Puncte ABC auf o, also Daymige 
Hyperholotd J^ welcTif der Ebene i~oJ>^c,„ ent3]<neht, tsl mihts Anderes 
als dif QtiodiipolarflaiJie O lon 

251 I?t die Ebene Imit um cn en festen P mct i de'; Riume'. dit-hbar, 
so ist ihie En(elo|po ein der Quidrifliclie O umge&chiiebenei Kegel, dei 
Punct I beschreibt den Beruhrnngsk egelschnitt und folghch ist der Ort der 
Geladen ol em Qnadrikegel, der stets auch durch 6j und Cjg geht, denn da 
diese Geraden auf liegen, so beruhien die Ebenen tb^, if,j, was auch laei, 
diebS Flache m zwei Puncten, die den Geraden b^ Cj, angehören 

Es 'ei p der Punct ABC, in dem die Gerade ol eine faste Ebene 4 
schneidet, die durch a^ geht Wenn ol um a sich dieht, so umhüllt die 
Polaiebena von p in Bezug aut die Quadrifl^che (ABL) das Hypeiboloid 
T^ Dt, nun die ringentulebenen von piojeotivisch den Gpiadcii duich 
entspechen (dei Ebene welche (' in I beiiihrt, entspiicht die Geiade Ol 
und im^tkclit) sr weiden luch den Tangentialebenen von J^ die Geiaden 
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dnrch prciectivi^ct entspieoteii in folsceoder Weise L;ne riuip,eDtialebene 
von J^ schneidet -4 in emei deiaden tleienPol p in Bezug luf den Ket,el 
schnitt ( i) die entspiPchende Gerade olp he^timmt ümgekehit tiifft eine 
Geride durch o die Ebene 4 in einem Punete p , dmoh die Polargeiade vcn 
p in Bezac; auf den Kegeisehnitt ( 1) geht ansser A noch eine Tangential 
ebene i du J^, welche die entsprechende Ebene der dmch a gezogenen Ge 
iftdon ist 

Die ran^eatiilebenen von J^ die duich den Punct i gehen umhüllen 
einen Kegel welchei ^1 in einem Kegelschnitte trifft, die leciproke Polaie 
dieses KegelEchmttes in Bezug auf den Kegelschnitt (-i), nird \om Punctf, 
aus uütei einem Kegel gesehen, wekhei durch die Geladen 5^,Cj2 geht, 
was auch i lot, wegen dei beiden Ebenen, welche diueh i und bezüglich 
durch die Polaigeraden dei Pnnote OjÖj, Ojc,, m Bezug ant di,ii Kegelschnitt 
{A) gelegt sind (.24'^) Dieeer Kegel und dei andere, der diiLh die ent 
spiechenden Geiaden ol dei Tangentialebenen TOn 0, lie duich i gehen ge 
bildet wild, schneiden sich in /«ei Geiaden (ausser in h^ und l^^) Dis 
heisst jywch einen hebtbtgpn Ftincl i gehen f-wei enlspi ecft^ndt. Paure Tan 
gen/talebeiim von O und J ^, wo man zwei Ebenen cnUpfechend nennt, wetche 
ein und derselben Geraden ol ent'piechen 

Es sei g die Gerade in weither sich awei entsprechende Tangential 
ebenen von und J^ schneiden das heilst die Polai ebenen dPi Punete o 
und ABC in Bezug auf ein und dieselbe Fliehe (45C}, odei bessei sei g 
die Eeciproke der Geraden BC in Bezug auf die Flache {ABC), wo die 
Ebene 1 beliebig gewählt ist, dann eihait man aus dem Voi hergehenden, 
dass rhe Geraden ff wlelie alten moghchin Paarm oon Ebenen B, C tnlaprcchen 
(ff ist von 4 unabhängig) ran toJches S^s/em bilden dms durch ein n behebigen 
Punct I im F.,aump .Met Gerade g gehen 

252. Wir wollen jetzt diejenigen Punete des Raumes finden, für welche 
die beiden Geraden g zusammenfallen. 

Ist die Gerade ol in 1 Tangente der cubischen Fläche F^, und folglich 
auch aller Quadriflächen des Büschels (BC), so geht die Polarebene von p in Be- 
zog auf eine solche Quadrifläohe durch I, also gibt es unter den Tangential- 
ebenen von Jj, die durch l gehen, eine, deren entsprechende Gerade oip ist. 
Man lege jetzt den Punct i auf I. Dann gehen die durch den Punct o an 
die Fläche gelegten Tangentialebenen durch die beiden GeneratriKcn im, 
In und haben also ihre Berührungspuncte auf diesen Geraden ; die entsprechen- 
den von ausgehenden Geiaden bilden dabei' zwei Ebenen olm und oln 
(d. h. B und C). Nun entspricht dem Kegel vom Scheitel I, der J^ umge- 
schrieben ist, ein Kegel vom Scheitel o, der durch öl geht, wie man eben 
gesehen hat. Die beiden Geraden also, welche für einen behebigen Punct i 
aus dem Durchschnitt der beiden Kegel vom Scheitel o entstehen (251), redu- 
cieren sich in diesem Falle auf die einzige Gerade ol. Also ; Diirch die ge- 
t Pimcte von F^ wid geht nw Je eine einige Qerade g. 
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2'^ä ^fi zweitPns der Puiict i der '^clleifel eines Qindiikegels, der 
dmch die Kegelsclmitte (B\ (C) geht Di die Wahl dei Ebene A fui i]ie 
Bestimmurg der Geiaden 3 willkürlich ist, so kann man vorauaaetzen, 
da=a Aiete Eb^ne dii^ch 1 geht Weil mm i ant der leciproken Geiaden 
^on BL iidei olp in Bezug auf lede Qu%drifliche des Büschels (£C) hegt, 
so geht die Polaiebene lon in Bezug aul die Quaduflache (iBC) dmch 
t, femei ist äieselbe Pohiebene Tangential ebene dei Flache m l, es 
gellt alsj durch i eine Tangentialebene von 0, deren Beruhrungspunct 1 ibt, 
dabei ist olp die ent'pi eehende Geiade 

In inalogei Weise hegt t in den Polaiebentn allei Puncte von ol in 
Bezug -(uf die Qnaduflache (iBC) und deshalb sind die Pimcte i, p in Be 
zug aui den Kegelschnitt {Ä) conjugieit 

Was das Hyperboloid T^ anbetriftt 90 eehneiden seme dnrch t gelegten 
Tangentialebenen i in Geraden, die sich in i kieuzen, und deren Pole in 
Bezug auf den Kegelschnitt (A) sich anf der Polaie voni befinden, die aub einer 
Geraden durch f besteht Daians folgt, dass dem O unigeschuobenen Kegel 
vom fecheitel i ein Kegelif vom Scheitel entapicht, der diiich ol geht, und 
dem, dem Hjpeiboloid T^ um^eBchriLbenen Kegel \om Soheitul i ent«piicht 
{aus'iei dei Ebmo "iöji.,2) eine Ebene E, die durch op und die Polargerade 
vcn I in Bezug auf den Regelaohnitt (4) geht Man kann nun beweisen, 
dass 5ie Ebene L den Kegel K längs op berühit 

In dei That, die Ebene, ■«eiche doroh i geht und in t beiuhri, ent 
halt eine Giuppe ■von vier haimomschen Sfiahlen, namhch die Geraden Im, In, 
Geneiatri^^en dei Uiche die Gerade It, Geneiatiix des umschriebenen Kegels 
vom Scheitel i, und die Gerade Ij, Tangente de? Berühiungskegehchnittet 
in 1 (j sei ihre äpui auf der Ebene 4) Piojicieit man vom Puncte aus 
diese viel haimonisLhen Strihlen auf die Etene 1, so erhilt man die Ge 
laden p[ii, i, l) ^^ ^'^ ebentiUs eine haimrmsohe Gruppe bilden Anderer 
seits abu gjiuit das Ebenenpaar SC der Kegel (SC) und die Quidriflaohe 
( IBC) au demselben Büschel, also mu'a dei Kegelschnitt ( i) durch die yier 
Puncte gehen, ■no die Dmohschniltsgeiiden des Kegels mit A die Geraden 
AB und AC {i h pu und po) tieften Daher ist also die Polargerade von 
t m Bezug auf den L.ej,elachn!tt (4) die eonjugieite harmonische Gerade pi 
m Bezug aut die Geladen pu pn, odei mit andern Weiten, !ie Geiade 
PI ist die Pilaie von i in Bezug auf den Kegelschnitt {4.} 

Also ist die Ebene £ Tangentialebene des Kegels lingal op, mdfrlghch 
hegt tfej Punst i nut auf einer eimigm Geradm g. 

254 Die Gerade ?, die Eeciptoke dei Gerolden {BC) in Btzug auf alle 
Flachen des Büschel» {Bf) Legt (2i9) dtif den Hjpeiboloiden J^ und J 
Umgekehrt ist J^ der OU dei leoiproken Gei\den von BC (wo B fest ist, 
und L Tiriabel) m Bezug aut die Flachen des Buscheis {BC) und auch 
dei Oit der lecipiukcn Geiaden von Bi (wo B wieder fest ist und 

') Hier bezeichnen 11, n die PuncU a^^ , Oj a^. 
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A variabel) in Bezog auf die Flächen {BA) Ebenso verhält es sich 
mit Jq. Wir haben nnn bewiesen, dasa durch jeden Punct des Raumes zwei 
Gera,de g gehen, [die ßeciproken von BC, und dem analog zwei reciproke 
Gerade von CA, nud zwei reciproke Gerade von AB. Also : Durch jeden 
Pvnet des Rawmea hcmn mow eiwe* Hyperboloide J. , zv>ei Hyperboloide J^ vmd 
zwei Hyperboloide J^, legen. Aus dem Voi-h ergehenden folgt weiter, daas, 
wenn i der Scheitel eines Quadrikegels ist, wolcher F^ in drei Kegelschnitten 
{A),{B'),{C) schneidet, durch i nur eine einzige Eeciproke von BC, ebenso 
nur eine Re Cipro ke von CA und eine einzige reciproke Gerade von ^15 geht; 
durch i geht also nur ein Hyperboloid J^, ein Hyperboloid J^ und ein 
Hyperboloid J^,. Das heisst: Der Ort dm- Scheitel der Quadrikegel , welche 
die cuhische Fläche F^ in drei KegelschmtteTt (A),(B),{C) schneiden, fällt mit 
der etühilllenden Fläche der Hyperboloide Jeder der drei Reihe^i J^,J^,Jg 
s>uaammen. Dieser Ort geht durch die drei Raumcmven vierter Ordnung in 
denen F^ von den Quadripolarflächen der Pwiete o, «, o geschnitten mrd (252). 
Da bewiesen, dass durch jeden Punct dieses Ortes eine einzige einge- 
hüllte Pläche jeder Eeihe geht, so folgt , dass die einhüllende und die ein- 
gehüllte Fläche sich überall bcL-ühren, wo sie sich treffen. Die Betührungs- 
cutve ist der Durchschnitt zweier unmittelbar folgender eingehüllten Flächen 
und ist also von der vierten Ordnung. Die dnhüUende Fläche tat also von 
der vierteii Ordnung; die Beruhrwngscurven zweier emgeküllter Fläche der- 
selben Seffie liegen auf an und derseUiea Fläche zweiter Ortung (50) !*. s. w. 

255, Wir befrachten jetzt das Büschel von Quadriflüchen S, welche 
durch die Curve vierter Ordnung gehen, die den Durchschnitt VDn F^ mit 0, 
der ersten Polarfiäcbe von o, bildet. Zwei Flächen S schneiden die cubisi,he 
Fläche nochmals in zwei Kegelschnitten ; da aber die gememsehaftliebe Ge 
rade der Ebenen dieser Kegelschnitte vier Punote mit F^ gemein hat (mm 
lieh die vier Puncte, in denen dieselbe die beiden Kegelschnitte trifft) so 
liegt sie vollständig auf der Fläche. Nun ist eine der Flachen 'i' a loh die 
Quadrifläche 0, für welche der resultierende Kegelschnitt das C d j 
äj, Cjjist, nnd die Gerade, in der die Ebene dieser beiden nochmals F h 1 t 
ist die Gerade Oj, also schneiden die Flächen SdiePläehen F^ in Keg 1 h tt 
deren Ebenen durch die Gerade ßj gehen. Umgekehrt trifft jed d h 
gezogene Ebene A, F^ in einem Kegelschnitte, der auf einer P'lä b S d 
Büschels liegt, das man betrachtet. Die Ebene A und die Quad ifi h 6 
bilden ofienbar zwei projectiviache Büschel, welche die gegebene Fläche F^ 
durch ihre Durchschnittscurven erzeugen können (222). ' 

Die PoUrebenen des Puuctes a in Bezug auf die Quadriflächen S bilden 
ein projectivisches Büschel zu dem dieser Quad «flächen, also ist der Ort 
der Berührungakegelsohnitte der Quadriflächen S mit den umgeschriebenen 
Kegeln vom Seheitel o (233) eine Fläche J dritter Ordnung , welche durch 
die Basis des Büschels (S) und durch die Geraden b^, c^^ geht (letztere Ge- 
raden der Durchschnitt von durch die entspreohc; 
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den at de Basse ve los B ciels (S) der I) el sei mtt on J mit dei* 
e sten Polarflache von o m Bezug inf J ii'unl ch m t de Quadrifläche 
iS(= 0) 1 e dnrch o geht d e le den tnb acheo Flachen J d Pj herühren 
Hioh hI la gs e ner C r e vierte Ordnung nd sehne den i 1 n zwei Ge- 
laden se fallen diher e ne enage PI che zu"flnnen Das he sst: Jede 
Q tänfiacl e b^ cl n-ndel JT^ ei KegeUc! t de^e Ebene i die Potar- 
ibeediPneesa J Be-ug auf S^ %st m t •in lern Wo ten 1 e cubisohe 
Placl e -P st der t der Ler h ungscurven zw sehen den Q adr flächen S 
nd den iimgescl ebenen Kegeln vo Sc! e tel o Es fulti noch darans, 
d«ss ]e Schetel der er Kegel des B aohels (S) ant t^ legen und dasB 
d eje gen Ebenen welche d e Plaol e n d esen v e Puncten b rühren, die 
dre fachen Tangont alebenen % nd welche dnrch a^ gel en 

"6P S nt i u \ B zwe gegebe e Ebenfn bezijgl ch lu eh a^ und b^ 
gel gt dann h Iden d Oua Ir flachen (.AS) e n Buscl el dem auch das Ebenen- 
paai 1 ß a tel t Der Ort ler Berthr gscu ven zw sehen dei Quaclri- 
flaclen nd de ungesch ebenen Kegeln vom 'tobe tel a t nacl dem all- 
gerne en "^atze (2231 e ne cub sehe Fla he ibe f u d e Q adr fliehe, die 
a den Ebene A B hc tel t kann nan 1 e Ber hrungscu ve als auf der 
Ebene B au ^6h!6 et aBsehen n d d e Ebene geho t ilso vollatin 1 g der cnbi- 
sche Phol e an Das i e sst d e e reduc ert s ch auf 1 e Ebene B und eine 
Quadrifliche S welchedenKegefschnitt (jJ) und dieKegelschnitte enthalt, welche 
ans dem Durchschnitt dei FKchen (AB) mit den Polaiebenen von a entstehen. 

TVeiter mnss die Basis des Buscheis ( 4-B) die Duichsi-hnittscurve der 
cubisvchen Flache B^ mit der ersten Poliifliche i on o in Bezug auf diese 
Flache sein, also ist A die Polan-bcne von a in Be/u^ aut § Es folgt ferner 
daiaus, dass S durch die Scheitel der beiden Kei^el des Büschels {AB) geht 
unl in ihnen von den beiden Ebenen beiuhrt wu-d, welche dem Büschel 
dei Polarebenen i on o angeboren, und sich daher in einer Geraden achneiden, 
die in dei Ebene i> hegt 

Hieinai,h gehen die Fliehen S und ä^ zugleich durch den Kegelschnitt 
{A) und habtn A als Pularebene von o Wenn man nun vom Puncte o 
die Tangenten an den Kegelschnitt {B) zieht, so hegen die Bei uhiungs puncte 
aut S denn sie iniis-.en einei beliebigen Quadiiflad e des Biisthels (AB) an- 
gehLien und der entsj-ieLhenden Polarebene von o Die iamlii,hen Puncte 
gthoien aber auch der Beiuhriingseuive von F^ mit dem um geschriebenen 
Kegel vom Scheitel o an und folglich auch &^ Die Quadiißsicben S und 
<S^ bilden also nur eine einzige Fhche Das heisst S^ ist der Ort der B&- 
Tukrungecui ven alte) Quadrißuchfn, (A.BC) ino A fest i'f, mit dm umgeschrie- 
benen Kegeln lom Scheitel a. Also enthalt S^ die Scheitel sammtlicber Kegel 
des Systems {ABC), wo A fest gehalten wird, 

Ist die Ebene A gegeben, dann sind die Scheitel der Kegel (ABC) auf 
jeder der Flächen S^,J^ gelegen (249), also: Z*d! Ort diesci Scheitel ist die 
Raumcurve vierier Ordnung, Durchschnitt dieser beiden Quadnßächen, Lässt 
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man nun Ä seine Lage ändern , so ist der Ort dieser Raumctirve , tUe dert 
bdd&i 0nisprech(aidea Flädien S^ und J^ gemein ist, eine Fläche vierler Ord- 
nung {voUeiämliger Ort der Scheitel aller Kegel (ABC)), die wir schon als 
Enyeloppe der Hyperboloide / gefunden haben. Natürlich ist dieselbe Fläche 
vierter Ordnung auch dei' Ort der Raumcurve vierter Ordnung, die zwe; 
Flächen iS|g und J^ oder S^, und J^ gemein ist. S^ und S^ haben hier in 
Bezug auf ii, d »ind die Ebenen B, C dieselbe Bedeutung, welche S^ in Be- 
zug auf den Punet o nnd die Ebene A bat ^). 

257. Betrachten wir von Neuem die drei Geraden a,,&g, Cjj die in der- 
selben Tritangential ebene liegen. Es seien A,!^ zwei Ebenen, die beKÜg- 
lich durch a,,ij gehen und die Pläohe F^ in zwei Kegelschnitten trelfen, 
die ßj,ög in den Puncten a, b berühren. Die Quadriflächen des Büschels 
(Aifb) treffen die Ebene 0,5^ in Kegelschnitten, die in den Puncten o, b einen 
doppelten Contact haben, und umgekehrt jeder Kegels cjinitt, der in b und b 
von den Geraden Oj^, b^ berührt wird, ist die Spur einer Fläche des Büschels. 
Nun befindet sich unter diesen Kegelschnitten der unendlich abgeplattete 
Kegelschnitt (ab)' gebildet durch die zweimal gezählte Bei-ührungs sehne, und 
iti dem Büschel (Xn^) gibt es daher einen Kegel, welcher die Gerade a^J^ 
längs der Geraden ab berührt. Diese Gerade trifft c,g in einem Puncte c 
\mä in diesem berührt c^^ den obigen Kegel und folglich auch einen Kegel- 
schnitt, der gleichzeitig auf F^, auf dem Kegel und in einer Ebene © {durch 
Cjj) liegt. Also ; Die sechs Puncle, in denen die Geraden d, , bj^, Cj^ die para- 
bolische Oitrve von F^ berühren (220) liegen zu drei und drei auf vier Ge- 
raden, wele/ie die Berüknmgsgetieratriiceji der Ebene a^^Cj^ mit vier Quadri- 
hegeln sind, welche su <hei und drei Ä sechs Kegelschnitte (X), (a(!>), (G) 
enthalten, welche die Geraden Oj , iji ^is ^™ genannl^t JPuneten berühren. Die 
beiden zu a analogen Puncte sind die Doppel elemente einer Involution, in 
der die Puncte a^b^, o^Cj, conjugiert sind (220). Die Gevaden a^,bj,c^^ 
sind datier die Diagonalen des Vierseits, das aus viei- Geraden afac gebildet wird. 

Es gibt noch einen zweiten Kegel, der durch die Kegelschnitte (Jt), (ilb) 
geht, ausser demjenigen, welcher die Ebene ajb^ länge obc bevühi-t. Die 
beiden Kegelschnitten gemeinsamen Tangenten umhüllen diese beiden Kegel; 
der Scheitel des neuen KegeJs ist also der gemeinschaftliche Durchschnitts- 
punot folgender drei Ebenen: Der Ebene a^b^, der Ebene der Tangenten, 
die man vom Puncte a^b^ an die beiden Kegelschnitte ziehen kann ausser 
öj und ig und die Ebene der Polargeraden des nämlichen Functes in Bezug 
auf die beiden Kegelschnitte. 

Wir wollen die vier Eerübrungskege! der Ebene a^b^ und die seelis Kegel- 
schnitte, in denen sie die Fläche F^ schneiden, in folgender Weise bezeichnen 

sc^(jt'ee), X'^(jti(ii'©'), X" = (x'a(be'), s>c"* = (A'^iii'e) 

') Jede von den 45 dreifachen Tangentialebenen gibt einer analogen Fläoha 
vierter Ordnung Entstehung. 
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D e Kegel SC SC h d li d m K g 1 hn tt (X) d f Igl h 

noch n einem adenE lltfl UafJ'IgtShb al 

zwe tome achaftl chT Ib tädad P 

D e rbone P be Jirt d f nf K g ] hn tt ( fe) fift,) (0) ('&. ) (G) ä 
a f 3C nni aC 1 ege b 1 t d h au h d K g i J)C nd ad 

Develegl-KaCaCae hl flglhz g IfÜITn 

gent alebenen ah ulPla flg ? / S hett l a f et u ä (ki 
seihen fe adn l j (d D h b tt g d d Eb nen a S nd P) 

'>58 W ^aben B t it d K g 1 h tt ( J) I.B) (C) b 

d e cb j,e ade L fi 

Unter den Ebenen 4g It a ab wlhP Cadn 

pia en cl ne den da Ib g It f d Eb n n -S nd C W vi d 
E! e e ■! bet a Man wll d C d b tllt,nädrb B 

a le I3 32 I egt BO m h d R g 1 h tt (? ) ( ) 

Pnnct n ichne de (247) dafd&d IBlg DCIS 
tnffi daher nd hit DFbni hüF 

n zwe neue Cerad a i b Is \ \ G d 

(it 6^ 3) (ß '3 ssMS^ ) w 1 h d b ] n D 1 1 tt F mt \ 

Ebenen entstelle di ml h 6 d Eb ■! d d 

flj, h j der Ebene ^flglhig dd ibg ab m d 

de selben Ebene C 

H e a s folgt daad 4C dnd ndnl2dfl T n 
f alebena 1 egan velba a b d h a b h h I 

n IG ande nPae Ith Tgtlb IgnJdd 

Paa e st du h awei blb^gwhltlfbT^ Ib 4 IP 

best mmt M ttelst Ji b d Eb t h t p I d Eb 

Cm be t n t 

Da kea wu HS d El n yl B C d P b n 

ecl Geralen b hneid J ht Eb j feig 

ho e leeseclsGe d m Hjj b 1 d ( ihC) d h b 

t a I teten Sjs eme an ( ib) J d n d Eb n n ^ 1 t h t 

je 1er on den er Eb n n P nd t ) d d yi Eb C n bm n 

abe man ni as d a 1 C b n t w gl w 1 b li G d 

geben de auf zwe Fb n 1 d Sj m der Q ad ß ! (4Bt) 

aOhäU oho i 4 4—16 = 48 H p b l<nd H defer emj d d mh ch 

Flddhe F^ n <Jts Oer d^ A eiM 

Vo den secl sGdnlT 1 niHibldögm 

Bnd ^eh en d e d m Ib &y t m f t 1 1 t t 

Tinl le 1 e üb „en d m 1 S t m ) m k 1 f b 

) Eme cub acte Fllil, 1 Gd Hyil)ld dm 

elBe Sjatm on &e tr h Ite d d I jd G d 

anle n =*) ten e P m d h b Fl li g d 1 g J Igl h 

clL Ddij, a. de 3 Ibe 



y Google 



257~2GO] Verschiedene Mgensekaßen. 205 

schiedene Arten diese Geraden in drei Paare zerlegen, so dasa die Goraden 
jedes Paares in einer Ebene liegen. Jede Art gibt drei Ebenen, welche 
alle sechs Gei-aden enthalten und .Fg in drei neuen Geraden schneiden, die 
in einer Ebene liegen, denn die sechs ersten Geraden gehören einer Fläche 
zweiter Ordnung an. Jedes Hyperboloid H ist aho ein. Glied von sechs Sy- 
stemen von Quadriflächen, cfeiß der Flächen (ABC) analog, das durch die 
Ebene "jSjCjj gegeben isi. Die Zahl dieser Systeme ist 45, jedes derselben 
entspricht einer dreifachen Tangentialebene, die Oeeammtscüil der Hyperbo- 
loide^ Vielehe 7^ in sechs Gerädert schneiden, ist also —j; — = 360- 



259. Ein Hyperboloid H ist durch drei Gerade yon F^ beatiramt, die 
sich nicht treffen. Nun werden aber drei Gerade von F^, die sieh nicht 
treffen, von drei andern Geraden geschnitten, die sich ebenfalls nicht schneiden 
(228) ; diese sechs Geraden bilden also den Durchschnitt von H und F^. 
Das heisst: Jedes Hyp^boloid, dag F, in drei Oeradeii schneidet, die sich 
nidd treffai, schneidet diese Fläche noch in drei andern Geraden. 

Es gibt also 2,360 Gruppen von drei Geraden auf F^, welche Jceine 
Darchschniitspwicte haben. Diese Gruppm, sind s« ute« tmd med conjugiert *■). 
Die Geraden der einem Gruppe treffen die Geraden der conjugierten Gruppe, 
imd die sechs Geraden der beiden conjugiertmi Gruppen gehören em vnd dem- 



selben Hyperboloide c 



C Ä P I T E L VI. 

VERSCHIEDENE EIGENSCHAFTEN. 

260. Es seien T, T' zwei dreifache Tangentialebenen der cubisohen Fläche 
Fy die sich in einer Geraden, die nicht auf F^ liegt, treffen, und es seien 
aj,fi^,Cjj; a^,äg,Cgj die Geraden der Fläche, die in diesen Ebenen liegen. 
Da die Gerade TT' die Fläche F^ nur in drei Puncten schneidet, so müssen 
diese den Geradenpaaren aj^b^,l>^c^^, OgC^g gemein sein. Die Ebenen o^ig, S^Cjj, 
(ijCjj treffen F^ in drei neuen Geraden bezüglich Cjg,ag,bj^, die in einer 
Ebene liegen, denn von diesen neun Geraden, die durch den Durchschnitt von 
F^ mit drei Ebenen entstehen, liegen sechs in zwei anderen Ebenen T, T'. 

Also bestimmen die Dreieche a^-fi^, «a*a''za ^*®' "^^^^> """^ ^^^ Seiten 



1) E. Stdem, {Synthetische üntersuchvmgen über Flächen dritter Ordnung, 
Leipsig 1S68-) nennt zwei conjngierie Systeme von drei Geraden ein ßoppsldrei 
und die Hyperboioide H Doppeldreihyperholoide. 
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206 



Drilter Theü. 



[Cap. VI, 



(&«ser sechs Dretecle amd die gegenieiüg'V, Ihifhu-hmilspwicfe zipster Gruppen 
von dret Ehenen, das heiaat <fer bettenßüJtei ^aeter IHeder die wir conjuyiert 
nennen wollen 

Zwei beliebige dieiftche Tangci tialebenen deien Durchs cl nittscerade 
nicht auf F^ hegt kunnen ^Is Se te iflachen eines Xr eders dienen dann ist 
daduich dio liitte Seitenflicl e mit bestimmt D ese drei Ebenen bestimmen 
neun Gerade wtiche s oh m neun Pincten schneiden die den Kanten des 
Tiiedeis ind i^ gerne n sit d D eselben neun Geraden snd iicb noch in 
diei andeie Ebenen veitheilt nekhe las cui]ugicrte T edei bilden 

Min hat schon fiihei (258) gesel u dass wenn man die d ei Geraden 
a,,h., ,2, die in der Ebene T hegen betnchtet die iilern 24 Geladen von F^ 
HL 16 Ebenenpaa en veitheilt hegen Jedes Faai b Idet mit T em Trieder 
das he 8st jede Ebene T hegt in 16 Triedem Jede* Trieder enthalt aber 
diei Tntai gential ebenen dao tet die Geaamil^akl de> Tueder — g— =240 
Diese fi eder sud ii zwei und zwei coijugieit et jill lal e 12J conjugie te 
Tnederpaa c 



;i. Die r 



1 Geraden 



1 



1 



1 b 



d jg llbld Dljdi 

a 1 f 1 T g t 1 b 1 g 

1 j d d G d th it 1 1 

Gddhtl d IfaGdl 



bt 1 2 Eb 



d 27 Et th It 

d h j d d 18 G 1 



A t d 
E hl b 



Lb 



a 7 
18 " 






I 45—6- 
lö & 1 j d zw I tl It 
NmjdddCd 6 d dlbEl 

1 dfIdbgMf hhCdhd 

d dbd 1 Igtfiwd IwddlSC 

ddl dddd&d 6 ghttA 

1 m w d b 1 d C d wi *i, 53, d h ht h d , 1 h 

die obigen Geraden ebenf II hn tf n, ebenso aj^,a^,a^, ii. s. w. Man 

kann daher diu 18 Gerad n n k n Matrisen 



ei'tbeileii, dass die Geraden einer Colonne c 



ten Matrix die Geraden 
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der entapieohenden Cobnnen dei zweiten Mitm treffen, und die Geradi-n 
einei Zeile der eisten H^tiii die Geraden dei entspie eilenden Colonne der 
dritten Matii\ Dann ist leicht isii /eigen 1 da?s die Geiader einer Zeile 
der zweiten Mntus die Geraden der ent-^prechenden Zeile dei diitten Matrii 
schaeiden, 2 dass die neun Geladen |eder der zwei letzten Matri«n die 
Dnr(,hschnittsgeraden der Seitenflaehen aweiei conjugierter Trieder sind 

Also Jedes conjitgieete Tiiederpaar hestt/mmt mnei neut Paare tit Am' 
Art, dass du. Aei Faais tcnmnl ■!ammt}icke 27 Gerade mlhalltn Natm 
liet ist die Zihl du,'ei Giuppen ^onje diei coniugieiten liielerpmen gleiLh 

2ti2. Die SdOTriedei haben 3,2ä0=720Kanteninnd240Seheitelt. Jede 
Kante k tiifft die Fläche F^ in drei Panoten ö, Durchschnitte der Geraden- 
paare auf der Fläche. Man kann aJso sagen, die 135 Funde ö, Scheitel 
der 45 Dreiecke, die von den 27 Geraden auf den dreifadien Timgentiatehenen ge- 
bildet werd&i, sind zu drei imd drei auf 720 Geraden k vertfietli, die sich aj* 
drei imd drei m 240 Fimcteit i sehneiden. Dieselben 135 Pimote liegen zu 
zehn und zehn auf den 27 Geraden von F^. 

Betrachten wir den Punct Ir, der den Geraden Hj , ö^ angehört. Durch 
jede dieser Geraden gehen ausser der Ebene a^b^ vier andere dreifache Tan- 
gentialebenen und daher 16 Gerade Je. Jeder Punct ö ist also auf 16 Ge- 
raden Ä geleffeti. 

Die Ebene i,^g<^ig schneidet die vier dreifachen Tangentialebenen, welche 
durch b^ gehen, mit Ausnahme von ajf^, in vier Geraden Je welche 5g und Cjg 
in acht Pnncten b', ö" treffen. Auf jeder dieser vier Geraden h dente man aich 
den harmonischen Punct 1 von ü in Bezug auf ö'ö" genommen, dann ge- 
hören, die vier Puncto l der Polargeraden von i) in Bezug auf den Kegel- 
schnitt an, der durch die Geraden öjC^g gebildet wird, und sie liegen auch 
auf der Quadripolarfläche von b in Bezug auf Fg. Die 16 Pimcte 1, ait- 
spreekend den 16 Geradem h, die uore 1) av,sgehen, liegen eu vier und vi^ 
auf vier Gm'odea verlheilt, iSe in vier Ebenen liegen, weiche durch a^ gehen tmd 
folglich auch auf vim' anderen Geradm, die in vier Ebenen durch 6^ liegen. 
Alle diese acht Gerade sind Gmiei'ainsen em iwirf desselben Hyperboloids, welches 
die Quadripolarflädie des Pwnctes ö ist. Diese Quadri fläche geht offenbar 
durch die Geraden a^ und b^. 

263. Sei t der Scheite! eines Trieders, das aus dreifachen Tangential- 
ebenen gebildet ist (962). Dann schneidet die Quadripolarfläche von f nach 
Pg genommen jene Ebenen in den Polarkegelschnitten von 1 bezüglich der 
Dreiecke , welche von den Geraden von Pa gebildet werden , die in diesen 
Ebenen liegen, das heisst, in Kegelschnitten, die bezüglich diesen Dreiecken 
umgeschrieben sind. Diese Dreiecke entstehen aber durch den Durchschnitt 
der drei betrachteten Ebenen durch die Seitenflächen des conjugierten Trieders 
(260), folglich treffen die Kanten dieses Trieders die Quadripolardäcbe von 
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Injd P tu Mt B.amW t-a J> Q d p l ß h oi t t 
ei lern onßtgiertm T ed mg hn i K f l AI nd dm S h Uel 
iceie jtj^rte) T l jtl pi chet J F d 11 (183) 

264 Es tf h b wi las j a t 1 d f -P 1 gt 

D PI 1 ing t 1 H t (171) d d d ß 1 gl t 

oodDpplf tdllt dwlh f dIdKgl 

httebt twd d Ji-dhlBtf,tlb wll 

dul gl ghttwdDbdCT tFlfcf 

m dQdpifltjlPtd Cdndhdea Ibt 

hdhgl 11 dShtldPlkl f 

D Shtl Ib liP tdH flglht ISbti 

aPlkgl aclnigkltdl t l P t d 

_p eckende P der Hes 

266 B b 1 l g b Eb £ h 1 t d :i< d t-Jfl I 

F C cddttOdgDEb J/wIliT 

mPt obhtddllb mB f 

dH tfi h Cd llfiWdit 

jB,5l Shtt d Flh d bd El JlTd Iblt (200) 

Was t dUtdClmmEttw nfo I 

d?Z IttdC cfdOtdfhd jdPt 

md Ot tddG t m«efg™ IftblW 

b wt w IG t dEb F iM DPI 

b IPtm BgfdH tflJSCd 1 

1 11 d C 1 J t Clas t (93) D 1 g d E 

lppt[b IdT t cddffl wbl 

Idd fpbdPfd C dl b 

kan t Tb ) t d d g d Ort d g b ftl h P t 

t 1 h d Tau t 1 1 d S mm d Cl d b d 

E 1 PI lul 1 9 + 6 = 15 F d Ot ddlgm 

hfltp c ddH Diplptd jd 

ß P ff Iw mitlbflgdTgf od 

d tjhdTgtdEli]9tCI DOtff 

b 1 d 1 d t i c 13 15— 12= 1 d P t 

d jd dP ei 1 PttLflgtl 

dass die Ebene h 21 an int, mSi t«) analoge Gerade enthalt, und bieraus, 
dass der Ort dieser Getadea eine FläJie der Ordnung 3 3-)-21 =30 ist. 

Dieser Ort tnfit eine bebebige Geiade g in 30 Pnncten Daraus folgt: 
Wenn der Punii m die Fläike F^ mit der Bedingung duri.klauft, dass eine 
der Gerad^i llir, mg, lüf die gu/ebene Crttade g t,chneidH, si id der Ort von 
m eine Raumcia le der 30 sten Oidnung 



1) Mnleütmg, Nr. : 
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Diese Eaw>ic«rve geht, was auch g sei, duriA die 135 Funde b, in denen 
sich die 27 Geraden der Fandamentalfläche «u zioei und zurd schneiden. In 
der That, betrachten wir die dreifache Tangentialebene, welche die Geraden 
Oj, öj, c,j enthält, so geht die Polarebene des Punctes aji^ in Bezug auf 
die Hessian« durch c^^ i), imd jede durch diesen Punct so gezogene Gerade, 
dass sie e^^ achneidet, ist eine zu mx analoge Gerade. Nun trifft die Ebene 
Vs<'i2 "^'"^ beliebige Gerade g. also geht die Eaumcurvo 30-ster Ord- 
nung, in Bezug auf diese Gerade, durch den Puntt a^i/^. Daher trifft die 
Haumcurve, um die es sich handelt, jede der 27 Geraden von F^ in zehn 
Punoten. 

Hieraus folgt, wenn man die cubiache Fische auf einer Ebene in dar 
oben (231) angegebenen Weise abbildet, dasa dann die Plancurve, welche die 
EHumeurve 30-3ler Ordnung in Bezug auf g darstellt, ebenfalls von der SO- 
sten Ordnung ist, zehnmal durch jeden Fundamental punct geht und in den- 
selben die den Geraden ö und c von F^ entsprechenden Linien berührt 
Also (233, 245} ist die Euumcurve der vollständige Durchschnitt von F^ mit 
einer Flache 10-ter Ordnung. 

Es gibt also eine unbegrenzte Zahl von Fläckim 10-ter Ordnung/ toelcke 
durch die 135 Puncle i gehen. Das vollständige System dieser Puacte ist 
durch den Durchschnitt trgmd einer dieser Flächen mit den Hl Geraden von 



266. Wir wollen jetzt noch eine Eigenschaft des Schnittes der Hessiana 
durch eine beliebige Ebene E auseinandersetzen. 

Diese Ebene schneidet die Fund amenta Wache F b 1 

Curve Cj; es sei a einer der Pole von E in Bezug auf F d 1 1 iE 

liegt. Weil nun der Kegel oCg die Fläche F^ in eine PI t ff 

so schneidet ei dieselbe Flai-he noch m einer Eaumciir h C d g 

die auf einei Quidriflache ^^ liegt (40) Da die Flach J" d d h d 
Kegel oCj und den zusammengesetzten Utt E^^ gebild B is h I g 
hört, so geht die Quadripolarflache eines beliebigen Pu t B g f 

-F3 duiLh den DuiL-hschnitt des Polaikegels OO^ in B f 5 I gl 

OO3 mit der Qu idupolai flache in Beziij, auf E<S^- Wi d d Eb 

E geninimeii, so ist die Quad 11 polarflache ^on i in Bezug f E^ ä Sj t m 
zweier Ebenen, deren eine E ist, und die andere $j^ ist d PI b 
i in Bezug auf $j. Folglich geht die Quadripolarfläch B g f 



Theoreme (500) und auch au» fol- 
e üer Heseiana mit der 6oradeQ 
g und folglich. fällt der harmonische 
ß zug auf den Fol aji^ mit dem 
g erten Puncto von a, io in Besag 






14 
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-Fj durch die beiden Diiroiischnittskegelsclinitte des Kegels oCj mit den Ebenen 
E nnd $j. Der erste dieser Kegel sclinitte ist offenbar e„ , erste Polare von 
i nach e^; der andere ist ein Geraden paar, weil die Ebene $, durch 
geht 1). Wenn nun aber $j den Kegel 0C3 berührte, so wäre die Quadri- 
polaifläche von i nach F^ genommen ein Kegel , und t würde auf der Hes- 
siana liegen. Also ial die DurchscfattiUcurve der Headana mit der Ebene E 
der Ort dnea Pvmotes, dessen Polarebmie in Bezug auf die QuadnßäcJie $, 
die coniache Polarourve in Be^ug auf die eubiscke Ourve C- berührt. 

Auf folgende Weise kann man zeigen, dass dieser Ort von der vierten 
Ordnung ist. Die Polarkegelsohnitte der Puncte einer Geraden g auf E in 
Bezug auf Cg und die Polai'geraden derselben Puncte in Bezug aaf den 
Kegelschnitt (E<S^) bilden zwei projectivische Hüachel, welche eine cubisciie 
Carve erzeugen , die durch den Pol von g in Bezug auf den Kegelschnitt 
{£®j) geht. Durch diesen Pol kann man vier Tangenton an die cubische 
Cnrve legen, es gibt also vier Gerade des zweiten Büschels, welche die ent- 
sprechenden Kegelschnitte des ersten Büscit eis berühren, daher enthält 3 vier 
Puncte des Ortes. 



C Ä P 1 T E L VII. 

CLASSIFICATION DER FLÄCHEN DRITTER ORDNUNG 
MIT RÜCKSICHT AUF DIE REALITÄT DER SIEBEN- 
UNDZWANZIG GERADEN. 

267. Wir haben bewiesen, dass wir durch die 27 Geraden einer allge- 
me en n 1 e F^ d tte dnung 120 con)ug eite Tr ede i ai e legen können 
(SSO) n d dass rgekeh t de Fliehe c n t e t ne den kann venn zwei 
oonjagerte T elet nd e P et de Fhcl e itegeben ? d (22J) Darius 
fol^t dass abgesehe 1er Fe 1 1 t le gej,ele e 1er ^ cl teti Lle 

) L e Pola el ne d u B zuj, d ]i £ I oc 3 unbes n t nnd II hat 
also d e elbe Polareben E a Bez g a t /" u d n Be^uir auf Jen zu nengc 
setzen Ot F^ De Ebene £ st d be d Pola il I e on n B z f, aul ^ uad 
folgt oh geht d e Polarebe e e nes bei eb ^en Puncte» von E a Besug auf de am 
1 1 Quadi dache du h 
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mente es n g! cl st e ne bei eb ge b d e Flache n t H Ife zweier Trieder 
auf d 8 f uhe ( 21) gegebe e We se z e halten W r wollen jetzt auf die 
Real tat oder Nchtealtat der 27 Ge alen e ner eellen c b sehen Fläche 
Rucks cl t nehmen Indem w d e be de Tr ede zu b Iden suchen, 'die 
1 e FIäcI e zu e ze gen ge uge we den w r ginz atu 1 h luf die Classi- 
flcat on de allj,enie en reellen cab sehen Flachen naol der Metl ade SokStlis*) 
geld „en 

Un zwe con g erte T ede z constru e en d e e nen reellen Complei 
blde ge ^t es zie d e fache langeut alebenen TT z finden (260), 
d e reell oder mag nar oonj g ert s nd u d s eh n einer notl wendiger weise 
leelle Geraden sei ne len den cht auf der Flache I egt D e drei Geraden 
de Fl che aut 2 ad d e d e T e thalte en C e lie sei eiden sich zu 

zwe nd /we n den d e F ncten n deae d e Cerade TT' die Fläche 
d rcl d ngt unl be t m en a t d e e T\ e se 1 e Ebene 5 Z E", dlesämmt- 
1 ch eell 6 nd ode ven g tens d e c ne eell u d d e b de andern ima- 
g nar co j g er ge au w e 1 e „enannten 1 e Punete Jede dieser Ebenen 
S sehne det 1 e Flache e ne an le n Ge a len d d ese d ei neuen Ge- 
raden legen n ener en gen eellen Fben T De be Jen Tripel von 
Eb rr T C C b Id d h T d 

^ b 1 1 1 1 a 1 g d Fl h 1 11 ges t t d 

nimlht dflTgtlb hd wlbd 

ghb Bd ggg D tu w d27Gd 

mmih hUdw J dhlb gbm Gdd 

tu 1 h d m H k t ä 

Zlt b g jgit&dd d 

IhEbjl d 1 mdghdhnd 

mg El IdlÄhCgfZwd gt 



Eb dl d d 




d h S ff b d A fg 1 


D d b d Eb gm 




G d k h fd Fl h 1 g 


ä d f 11 d C d 




1 m Ib F t d FI 1 1 d 


m t d I f d Fl 




D pp Ip t w 


S t i S 




g j t G d d ht 


d Ib Eb Ig 




d f f G d w 1 h ) Ib 



d dl 11 C ^1 bld Em I t d 

dZn UCd gb bddffCd 
ilh 11 ghdhjd h wg 11 Eb 

d f f Eb t m gl ch w hl w I h 

IgBd gCglt & dilti d 11 

d h d d Eb d d Eb 



1) On the distribfiiion of surfaces of ihe fMrd order into speck 
losophical Transactions 18G3). 

2) Man lese stets dreifache Tangeniiidebene. 
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reell, so hätte man schon die beiden ge auch ten Ebenen. Wäre dagegen nur 
die Ebene Cj^Cj^c^g durch c^g ''eeU, so müsste die Gerade Cj^, da sie auf zwei 
reellen Ebenen läge, reell sein. Also ist auch c^g eine reelle Gerade und 
dabei naie äip Ebene a^h^c^^teell Somit wurden die Ebenen Oji^Cy, o^igCgj 
das verlangte Paai bilden 

Gibt es unter den lunf Geiaden, die b^ und b^ schneiden, zwei imaginär 
conjugierte a^^Cjj, so sind die Ebenen "jSjjSgtjj imaginat conjugiert und 
schneiden sich m einer Geraden, -die nicht auf dei Fkche hegt 

Wie schliessen daher, dass jede leelle allgemeine Flache dritter Ordnung 
mit Hilfe zweier Tiieder gebildet werden kann, welche folgende diei Fälle 
dai bieten 

1 Die Tiieder sind ans sechs leellen Ebenen gebildet, 3 das eine 
Trieder lot vollständig leell, nahiend das andeie aus emer reellen Ebene und 
zwei imaginir conjugieiten Ebenen besteht, 3 jeäes luedtr besitzt eine 
reelle Ebene und zwei imaginär conjugieife Ebenen 

268 Ef.tef PiiL Dl die beiden Triedei \on sechs reelkn Ebenen 
gebildet werden, so schneiden siüi diese m neun leellen Geraden 



Das reelle durch die drei Geraden i^, b^, b^ bestimmte Hyperboloid schneidet 
die cubische Fläche in diei neuen Geraden a^,a^,ag (258), die entweder 
sUmmtiich reell sind, oder die eine reell die beiden andern imaginär conju- 
giert. Wir unterscheiden beide I'älle, 

a) Die Geraden a^,a^,a^ sind reell. Dann geben die Ebenen 

neun weitere reelle Gerade: 

und die Ebenen 

schneiden die Fläche in sechs neuen reellen Geraden: 

In diesem Falle, hat man also 27 reelle Gerade. 
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ß) Es sei a. eine reelle Gerade und n, )"> imaginär conjiigiert. Die 
reeUen Ebenen 

geben drei weitere reelle Gerade ; 

nnd die reellen Ebenen 

geben zwei andere reelle Gerade : 

Die imaginär conj agierten Ebenenpaave 



1 die imaginär oonjngierten Geradenpaare : ■ 



Endlich geben die imaginär conjngierter 



i andere Paare imaginär oonjugierter Geraden; 



Man hat aUo 15 reeUe Gerade und 15 reelk Ebmen: 3 reelle Ebenen durch 
jede reelle Gerade und 3 reelle Gerade in jeder reellen Ebene. Zwei imaginär 
conjugierte Gerade schneiden, sieh nickt. 

269. Zweiter Fall. Ein Trieder ist vollständig reell, das zweite hat 
eine reelle Seitenfläche, die beiden andern sind imaginär conjugieit. Die 
Ebenen des ersten Trieders werden von der reellen Seitenflä.che des zweiten 
in drei reellen Geraden: 

geschnitten, nnd von den imaginären Seitenflächen desselben Trieders in drei 
imaginär eonjngierten Geradenpaaren: 
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Die iraaginät conjuglerton Hyperboloide, d!e dutoh die Geraden (J^ij^ig), 
(6, jCnjja,) bestimint sind, schneiden die cubische Plätht in Kwei Tripeln 
imaglDÜrer Geraden 

(..,•,,»,),(<„,.„,.„). 

die zu zwei und zwei conjugiert sind. Dieselben bestimmen drei Ebenen 
a^Cj^^, OjCjg, ögöig. Wii" unters clieiden zwei Fälle, jeiiacbdem diese drei 
Ebenen sämmtlicb reell sini], oder nur eine reell und die beiden andern ima- 
ginär conjugiert. 

a). Die drei Ebenen sind reell, und also entMlt jede von ihnen zwei 
conjugierte Gerade : 



Die imaginär conjuglerten Ebenenpaare 



Vi' ' 



liefern die sechs conjugiert imaginären Geradenpaare; 



die in seebs reellen Ebenen liegen, von denen die drei ersten durch c^^, die 
drei andern durch o, gehen. 

So haben wir in diesem Falle 3 reelle Gerade und 13 reelle Ehenert, von 
denen eiTte die 3 reellen Geraden enthält. Die andern geJien su 4 und 4 durch 
eben diese 3 Geraden. Zwei imaginär conjugierle Gerade liegm, steig ia einer 
{reellen) Ebene. 

ß). Die sechs ima^nären Geraden a^,a^, ...,e^^ seien auf folgende Art 
conjugiert ; 
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woraua folgt, dass die Ebene a^e^^ veell ist, während «flCjj, k^Ci^ Kwei ima- 
ginär conjugierte Ebenen sind. Nun geben die imaginär conjiigierten Ebe- 
nenpaare 



die sechs imaginär cnnjtigierten Geradenpaai 



von denen nur die beiden ersten aus Geraden, die sich schneiden, gebildet 
Mnd, indem sie so die reellen Ebenen Cj^c^,Cjj6^ bilden, die bezüglich durch 
c^j , Og gehen. 

Dieser Fall bietet aleo 3 reelle . Gerade und 7 reelle Ebenen. Eine dieser 
Ebenen enthält die 3 reellen Geraden, die ajidem gehen su 2 und 2 dwch ebm 
diese Geraden. Unter den imaginär conjugierte^ Geraden gibt es 6 conjugierte 
Geradertpaare , die eich achneiden, mid 6 andere ccn^tigierte Geradenpaare, 
die sich nioht schneiden. 



270. Dbitter Fall, Jedes der beiden Trieder besitzt 
äi imaginär conjugierte Seitenflächen. Die reelle Ebene des ersten Triedej 






schneidet die Ebenen des £ 



reellen Geraden: 



1 imagmar conjiigiei 



Die reelle Ebene des 
des ersten Tj-ieders in 



liteti Trieders trifft die imaginären Seitenflächen 
i imaginär conjiigierten Geraden: 



ind tlio imaginären Ebenen beider Trieder fj-effen sich gegenseitig ii 
Paaren iinaginlir conjugicrter Geraden: 



Hierbei troffen sieli die Geraden desselben Paares nicht. 
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Das durch die Geraden b^, b^, Sg bestimmte reelle Hyperboloid schneidet 
die cubische Fläche in drei neuen Geraden a^, a^, a^, für die man zwei ver- 
schiedene Fälle au unterscheiden hat: 

a) Wenn die Geraden 

"41 <^5 I % 

alle drei reell sind, so geben die reellen Ebenen 

drei andere reeile Gerade; 

Die imaginär conjugierten Ebenen 

V.. Vv 

dagegen liefern die drei imaginär conjugierten Geradenpaare : 



und die imaginär conjugierten Ebenen 



ergeben drei andere Paare imaginär conjugierter Geraden: 



Man. erhält so 7 reelle Gerade und 5 reelle Ebenen, Diene fünf Ebenen 
gehen durch eine Gerade; es gibt 5, von denen Jede 2 andere reelle Geraden 
enthält, während jede der 2 andern Ebenen 2 imaginär conjugierte Gerade 
enthält. Die imaginär conjugierten Geraden der 8 andern Pamre schneiden 
sieh niclii. 

ß) Wann 



^ei imaginär conjugierte Gerade sind, so gibt die reelle Ebene ä^a^ e 
itte reelle Gerade; 
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tmd die imaginär coajiigierten Ebenen 






geben die vier Paar imaginär eonjiigierte Geraden : 



Die imaginär conjii gierten Eber 



sndlich die drei Paar imaginär conjiigierter Geraden : 



Man kommt somit auf e! 
271. W k 



r-J f 



1 h 



schon betrachteten Fall zurück (Zweiter Fall, / 



l Ilg i€t n che dritter Ora- 
ler B Isicht g ng der Bealitäi 



1 Ät ^-i II G d \ i'^ II Eb 

2 At 15 15 

3 At 7 

4 A t 3 

3 4.1 3 13 

Man k f 1 1 A t d Z hl d D pp 1 li 1 gen, die dnrch 

zwei reell d g j n t S h t p 1 g b Id t nd. Mit Hilfe 

der Tabell d b (229) g g b h b find t 1 cht Folgendes; 

Erst A t — AU t II 

Zv! i 1 i — E g bt 15 11 D pp 1 h d en jedes Seohs- 
tupel reell td 4 II d 2 ca jgtn Geraden ge- 
bildet wi d E g bt ind 11 U i p 1 h d sen Sechstupel 
imaginär j t d 

Dritl 4 i — E ghte 11 D pp 1 h d n jedea Secha- 

tnpel reell td 11 &d dmg njugierten Ge- 
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raäenpaaren besteht. Es existieren 2 andere reelle Doppelsechs, von denen 
jedes zwei imaginär oonjiigierte Sechstupol besitzt. 

p e ie 1 t — Esgbt ur e n eelles Do] i elseclis das aus zwe reellen 
Sethstupeln i esteht Jedes Sech t jel en halt o Pi r magna oonj g e ter 
Ge ade Aasse dem (, U es 3 reelle Doüelsechs de aus nag na con- 
jQgertea Seclstuj.eln zusamme geietEt s d 

Fu J 4 — Ks gbt ken eelles Sechst pel sonde n n l** reelle 
Dopielse h de mmtl h au je zwe mst, na conjugie te '^ecl tu] ein 
z amn ent,esetzt s d 

2 2 W habp oi en (2 4) ge el en daas e ne e b sehe Fl che n Ail- 
gen e ea n t H Ife dro er p ojeetivi el er Ebenennetae e ze gt we den kann. 
Be d ese E ze gu gswe se le fet n an d e C e aden a s den seol s Puncten 
a «3 n^ n Br ab n de e e e Ete e i, 1 rcl e n "ew e R um- 
c rve sechs er O dming gef offen i\ d I d Ihat ent p ecl en I e 7 fie- 
r den ( 26) den sechs Pu ten 



den sechs Kegelschnitten 



.lud den fünfzehn Geraden 



Da der Compiex de d ^ t I 1! t t t l 

die Ebene £, so ist d Sy t d h P t o a b f 11 11 

und man kann daher f 1 1 F 11 t 1 d 

1. Wenn die P t mmtl 1 11 d d mtl 1 2 C 
rade reell (Erste Art) 

2. Sind vier Pu t 11 d 1 t d d m gl j ^ t 
so erhält man 4+4 + C + l = 15 U C d d a d d 

und zwai- treffen sich j j t C d 1 1 (Z 1 ) 

S. Sind zwei Pf llddbd dpw m 

conjugiert, so eihält 2+2 + 1+ =- 7 11 G 1 P ag 

conjugierte Gerade, d hhd ndSP m Jgf 

Gerade, die sich nicht 3 (D i t) 

4. Sind die sech F t mtl h m gi m d p g t 

so hat man 1 + 1 + 1 = 3 11&3 6P mg jgitC 

rade, die sich schnell n dbP in^ g Gdd h 

nicht treffen (Vierte A t) 

El i'fl nirU mögl h 1 t f i l d E j q 

halten. Dies entsprin£,t h dBk Ihd fAt 
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kein leellee Sechstupel existiert; während die Erzeugung mittelst dreier pro - 
jectivischer Netze (deren Complex reell ist) , nns auf ein Doppelsechs führt, 
dessen Sechstupel (durch die Geraden gebdclet, welche den sechs Puncten 
d d h K g 1 h 'tt t p h ) tl d'g ' 11 ?ind i) 

"Wwlljtth hd blhcir 1h 

l j hNt d tit^b drg 

wgbtd gttllffA 11 H w 

b hd glhplldt dblDhltt 

Qdiflh ttk d bkmPtbl 

^^ Z rih wtOd gdk Bhgp thb 

hdt E Ol dhth Qd 

kglgh DSltld kld IhlSltld U 
dhdE hdQdiflhgm m Jgi-t 

T d D rihbld Bhld! tdl bl 

bgPtdK ddtdR It g 

QdflhDbd dlgL t d Flhddl 

gh ddbdCd Ihm mPtjT h 

k d d C w m 1 ! a 

JiKlddldEm gh d Shtl m 

ptdC h tdttOd dfllhtdCtaJp 

itdßm f Eb wdaflA fd 

g t allgra C dttOdg 

AdPglftd b Ppf 1 

g Zhl EghflE Od (d 

Ges hl ht 1 (237)) hl ZBDh bib Ptd b 

h PI rv k 1 Ib T 1 d D pp 1 

vei-hältnJss oonstant ■ t(D 1 r'lt " 1 b' h PI e) Man kann 

folglich durch jede E P 

anfetebt, an dieselb T A g d n 

lässt o' sich bewe^ D E 

unvoriUiderlich , und al h 

veränderlich. Das b h as 



1) P trachtet m 
Ebenen E F n Se 

kommt man H, fen D D gg 

Jbenen i !«e E S 

gegsbenen El ene 

und fulgl ch konnte es n Igl 1 sei e nen dasa man auf d uae Weise auch die fllnfte 
A t erhalten könnte D ese lUus on erachw ndat aber ogleich, wenn man beachtet, 
daas de honologen Geralen zwe er Duppelsecha de raaginär oonjugiert sind, 
B ch n cht 8 hne len wäl re d 1 e de fünf en A { aive maginär conjugierte Gerade 
E ta B deratlben Bb e 1 e^cn 
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die Sehne ao' auf irgend welche Weise verrückt Daraus folgt, dass, wenn 
da« Auge die Raumcurve durchläuft, das Doppelverhältniss der cubischen 
Perspectivourve constant bleibt. Man kann dieser constanten Zahl den Namen 
Doppelverhüllaisg der Raumcurve geben. 

274. Man kann eine Baumcnrve c^ vierter Ordnung (Geschlecht 1) als 
tinvoils tan d igen Durchschnitt einer Fläche S zweiter Ordnung und eines 
Kegels K dritter Ordnung ansehen, dessen Scheitel (r ein Pnncl von C^ ist. 
Die beiden Generatriien von S, die durch a gehen, schneiden die Ranmcnrve 
nochmals nnd gehören also auch dem Kegel K an; das heisst, sie bilden 
mit C^ den vollständigen Durchschnitt der Orte S nnd K. Die Ebene dieser 
Generatriien berührt iS in o und enthält also die Tangente t von Cj in diesem 
Puncte, eine Gerade, die ebenfalls eine Generatrix des Kegels E ist. Die 
Osculations ebene von C, in ts schneidet die Curve in einem andern Puncte o', 
also berührt diese Ebene den Kegel K längs t und schneidet ihn in der Ge- 

Liegt das Auge in a, so ist die Centralprojection von c^ eine cubische 
Curve (Basis des Kegels K). Es sei ni die Spur von ( auf der Zeichnungs- 
ebene, dann sind die Tangenten der cubischen Planourve, die von w ausgehen, 
die Spuren der vier Tangentialebenen von 0^, die man durch i legen kann. 
Nun berühren diese Ebenen die Raumcurve in zwei Puncten, von denen einer 
ist, sie gehen also bezüglich durch die Scheitel der vier Qnadrikegel, auf 
denen o^ liegt, da diese Kegel die vollständige Enveloppe der Bilangential- 
ebenen von O^ bilden. Polglich haben wir den Satz: Das DoppeleerMUnies 
von vier Ebenen, wdclie c, in einem, beliebigen Puncte heritkrea und bezüglich 
durch die Sclidtd der vier Qttadrikegel gehen, ist gleich dem Doppelverhält- 
niss der Raumcurve und ist also eine constante Zahl. 

275. Umgekehrt kann eine gegeb enecubisclie Plancurve als Centralpro- 
jection einer Raumcurve vierter Ordnung (Geschlecht 1) angesehen werden, 
die durch den Augenpunot o geht. Sei ai ein beliebiger Punct der cubischen 
Plancurve, und es schneide eine durch XJ gezogene Gerade die Curve in zwei 
andern Puncten w^,w^, dann trifft der KegeJ, dessen Scheitel der Punct o 
ist, und dessen Basis die cubische Plancurve darstellt, eine beliebig durch 
die Geraden ow, ,oaio gelegte Quadriflache in einer Raumcurve vierter Ord- 
nung, welche in a von der Geraden am berührt wird. 

276. Sind die beiden Quadriflächen (273) reell, so kann ihr Durch- 
schnitt reell oder imaginär sein. Unter der ersten Voraussetzung, besteht 
er entweder in einem einzigen Zug (aus einem Siüok), oder er kann auch der 
Complei zweier zusammengehöriger Züge (SMiake) sein, welche keinen Punct 
gemein haben, selbst nicht in unendlicher Entfern.ing. Wir müasen diese 
drei Fälle separat untersuchen. 



y Google 



273-278] Classißcatian der cuUseken Flächen. 221 

277. Ist der Dui'cbschnitt c^ zweier Quadi'iliächen eine monogramwaehe 
Giirve (das heisst mit einem Zug), so besteht ihre Perspectiven rve (das Äuge 
liegt immer ia einem Fimcte der Eaumcurve) auch aus einem Zuge, das 
heisst, sie bildet eine Schlangenlinie mit drei Wendepimcfen i). Man weiss 
nun aber ^), dass eine solche cubische Plancurve ein imaginäres Doppelverhält- 
niss hat, das heisst mit andern Worten, durch einen beliebigen Punct der 
oubischen Curve kann man an dieselbe nur zwei reelle Tangenten ziehen. 
Also (274) gibt es unter den vier Tangentialebenen von 0^ in einem belie- 
bigen ihrer Puncte, die be^ügÜeli durch die Scheitel der vier Quadrikegel 
gehen (welehe den Büschel angehören, dessen Basis C^ ist), nm- zwei relle, 
das heisst, voa den vier Kegeln sind nur zwd reell. 

Aus der Ei genschaft der cnbischen Perspectiv curve nur zwei reelle Tan- 
genten von einem beliebigen ihrer Pnncte zuaulassen, folgt ausserdem, dass 
man durch jede auf o^ i» swä reellen, verschiedenen oder zusammenfallenden 
Puncten aufstehende Gerade an diese Cvrve sind und zwar nur zu>d reelle 
Tangentialebene legea hoam. Nach dem Gesetze der Continuität besteht diese 
Eigenschafi auch noch für eine Gerade, die auf C^ in zwei imaginär conju- 
gierCen Puncten aufsteht. 

Das conjugierte Tetraeder hat zwei reelle Scheitel und folglieh zwei 
reelle Seltenebenen. Jede reelle Ebene enthält einen reellen Scheitel. Also 
schneidet jede reelle Seitenfläche C^ in zwei reellen Puncten, das heisst, sie 
schneidet den Quadrikegel, dessen Scheitel auf dieser Seilenfläche liegt in 
zwei Geraden, von denen eine den Schnitt des andern Kegels in zwei reellen 
Puncten trifft. 

Die reellen Kegel zweiter Ordnung, die durch t^ gehen, bilden die 
Grenze zwischen den windschiefen Flächen und den nicht geradlinigen Flächen 
des Buscheis, dessen Basis 0. Ist. Im vorliegenden Falle ist es leicht zu 
sehen, dasg jede Quadrißäche des Büschels, Vielehe durch einen Punct des 
Raumes ausierhalb oder innerhalb beider reeller Kegel geht, windschief ist, 
während die Quadrifiächs, die dwck einen belidiigen Punct des Saames inner- 
halb des einen Kegels und ausserJialb des andern geht, Iceine Regelfläche ist. 

278. Der Durchschnitt 0^ sei jetat eine digramm/sche Curve (das heisst, 
aus zwei Stücken). In diesem Falle ist die cubische Perspectivourve aus 
einem Oval *) und einer Schlangenlinie mit drei Weudepnneten zusammen- 
gesetzt. Es sei tu auf der Zeichenebene die Spur der Geraden, welche 0^ 
im Augenpuncte o berührt (375), dann sind die von m an die cubische Curve 
gezogenen Tangenten die Spuren der vier Ebenen, welche C^ in o berühren 

J) Wir betrachten die Stetigkeit der Curve durch den Dui-chgaug durch das 
Unendliche nicht uot erbrochen. Eine typische Form dieser Üaltung von cubiäehen 
Planourven ist Newtuk's pa.rabo!a pura (EnumeTalio Unearum lerlii ordinisj. 

2) Oiornale di Matemaiiche, T. 2.° (Napoli 1864) p. 78. 

3) Wir wenden diese Benennnng nach BELr.AyiTis auch auf hyperbolische und 
paraboliaohe Formea an. Eine typische Porm dieser Gattung ist Newtos's para- 
bola campaniJoTmis euin ocidi. 
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u a lez gl k -J 1 d '^che tel des co jue e te T t aede s e,b1 en (2 4] 
Nun 6 nd d e er fange ten de c 1 scheu Curve d e von lu a sgel en alle 
in 8g a oder Alle eell je nachdea ä eser P not den Oval oder der ScHa gen 
Ine dngeh t also nd de Scheel ks conjuy erfen Tetraeders (das he st 
die Schetel le ver Q al kCnel de d oh o^ gehen) sän lil h mögt cir 
oder sammtl k cell jenac! l m das P specl b Id ks Zuges tmf welchem 
das Äuge gedacht d ein Oval oler e e S hiangeni e ist 

Es folgt dara s dass wen d e C e c^ gegeben st das Perspectiv 
b Id les Z ea auf lern das Ange s ch behodet n s a cl der gewihlte 
Zug st nn er e n Oval odei nrner e ne Scblangenl n e st W r } abe 
also n r Ue zu u te o! e len le ici de n dis co j e te Tet ae 1 r v II 
st dg eell de v Ihl nd g g a t 

279. Ist das Tetraeder ganz imaginär, ist also ro ein Pimct des Ovals, so 
schneidet eine beliebige, durch den Punct des Auges gelegte Ebene die Curve c, 
in drei weitem Puncten (von denen zwei imaginär werden können), und ihre 
Perspectiv bil der gehören entweder sämnitlich der Schlangenlinie an, oder 
einer gebort diesem Zweige an, und die beiden andern dem Oval. Triff't also eine 
Ebene die Ouroe C, in vier reelle» Puncten, so gehören drd dieser Pv/ncte eim und 
demselben Zuge an und d^ vierte dem andern Zitge; trifft aber eineEbmie die Curve 
6^ nti/r in zioei leelkn Puncten so liegt daion steti auf Jedem SMcle ein 
Punct Daiaus folgt, d^ss eine Tangentialebene in einem Puncte die Curve 
in zwei weitern Puncten sihneidet, die auf verschiedenen Sl&cken hegen, 
dass eine Osculationsebcne des einen Stuckes das 'indeie Stuck schneidet, 
und dass keine lei-Uo Lbene ciistiert, welche die Cuive in zwei Puncten 
beriibit (dei die'jelbe m viei s mmtlich imagmiien oder sj,mmtlich zns^mmen 
fallenden Pincten tnflt 

Weiter folgt ans dem eben fiu die cubische Pei-spectivcnrve Beraeikten, 
data dutoh, l,einB Gerade, welche auf der Curre tn zuei (leellen oder imagmar 
conjngierten) Puncten dieselben Slückea aufsteht, eine reelle Taaigtnl talebene 
geht, welche noch anderswo die Carve bertlht, und dass durch jede Gerade, 
die auf ieiäen Stucken aw/steld, eiJt iTmner wer reelle Tangentialebenen legen 
lassen 

Ist ein Tetiaeder einer Quadriflache conjugieit so trifft jede Geneiatrii 
dei Flache nenn sie eine Kante schneidet, auch die Gegenkante, und folg 
heb enthalt die PUi-he die Tier Geladen, m denen sich die iiei T<i.n5,enti il 
ebenen schneiden, weiche man duith zwei Qegenkanten legen kwn Wenn 
das Tetiaeder (wie wu jetzt voiaussefzen wollen) aus zwei Paai imagmai 
conjngierten Fbenen besteht, so gibt es niobtadestun eniger znei leeüe Gegen 
kanten von denen jede dei Dunh^jchnitt zweier Tangentialebenen der Flache 
ist Diese Ebenen sind abei leell, denn sie müssen mit zwei Seitenebenen 
des Tetraedeis, die imaginir conjugierte Ebenen smd, ein hiimonisches Sy 
siem bilden Folglich sind die \ier Duichschnittsgeiaden dei beiden Piiie 
von Tangentialebenen leell, und also die Plaiiie wmdschiei 
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Somit sind im gegenwärtig/m Falte alle durch c, ge/ienden Quadriflachen 
windschief, das heisst, durch jeden Punct des Raumes kann man zwei reelle 
Gerade legen, welche die Curve zweimal schneiden, und zwar mindestens die 
eine in zwei reellen Puncten, 

280. Wir setzen jetzt voraus, unsere digvam mische Raumcurve 0^ ent- 
spreche einem vÜUig reellen conjugierten Tetraeder, das heisst, sie möge auf 
vier reellen Qnadrikegeln liegen. Eine durch das Auge -willkürlieli getegte 
Ebene schneidet dann O^ in drei andern Puncten (zwei können imaginär 
werden) und ihre Perspeetivhilder fallen entweder alle drei auf die Schlangen- 
linie oder eines anf diesen Zweig, und die beiden andern auf das Oval, 
TFsren also ein« Ebmie die Oarve e^ in vier reellen Punctea schneidet, so können die- 
selbe atlntmflich ein und demselbmt Zvidge angehören, oder ziod dem einen und 
zwei dem andern, ^lnd ieenn eine Ebene <Ke Curve nur in swiei reellen J*uni;(eii trifft, 
so gehären diesdben stets zu dnemi Zug. Daraus folgt, dass eine Osculations- 
ebene eines Zuges denselben Zag nochmals trifft. 

Aas der Betrachtung der vier Tangenten der cubischen Perspeetiycnrve, 
die von einem ihrer Pnnete ausgehen, zieht man weiter das Resultat, dass 
man dureh jede Gerade, Vielehe auf der Curve in sroe» (reellen oder imaginär 
conjugierten) I'tmcf^t desselben Zages aufsteht, vier Tangmttialebenen legen kann, 
von denen, zwei den einen Zug wid zwei den andern b^-ühren, während dwch 
eine Gerade, die auf beiden Zügen aufsteht, keine reelle Tangentialebene km- 
durchgeht. 

Jede Ebene des conjugierten Tetraeders schneidet die Curve e^ in vier 
Puncten, Scheitel eines vollständigen Vierecks, dessen Gegenseiten sich in 
drei reellen Puncten (Scheitel des Tetraeders) treffen. Diese vier Dui'ch- 
schnittspnncte sind daher alle reell oder alle ima^'när. Wenn aber anderer- 
seits ein Trieder einem Quadrikegel conjugiert ist, so gibt es eine Fläche 
des Triedei-3, welche den Kegel nicht trifft; also schneiden zwei Seitenebenen 
des Tetraeders die Oarve 0^ m vier reellen Puncten und die beidm andern in 
vier iTnaginären Puneten. 

Es ist leicht zu sehen, dass jede Quadrißäche des Dtischels, dessen Basis 
C^ ist, die dufch einen betiebigert Punct des liaames gelegt ist, der innerhalb 
odea- ausserhalb sämmtUcher vier Kegel sich befindet, oder auch des Raumes, 
der innerhalb zweier Kegel liegt, aber ausserhalb der beiden andern, eäte Regel- 
fläche ist; während jede Quadrifläche, welche durch «men Punet gelegt ist, der 

f innerhalb i , . ,, , , lauas^halb\ , , . , ,. , . 

( , A "^ einen Kegels und \ , , . f »&■ drei o>i(ferm hegt, etne 

'ausserhalöf ' tmnerhalb ' 

nicht mndschiefe Fläche darsielU, Weifer kann man durch einen beliebigen 

Pnnct des Raumes, der innerhalb oder ausserhalb sämmtlicher vier Kegel 

liegt, zwei Geiado ziehen, die jede in zwei reellen oder imaginär conjugierten 

Puncten desselben Zuges der Curve C. aufsteht, während durch jeden Punct 

des Raumes, der innerhalb zweier Kegel liegt und ausserhalb der beiden 

andern, zwei Gerade gehen, die jede den eiuen und den andern Zug schneidet. 
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\dbd blC UdH und zwei eon- 

j 4 t Ei 1 I 1 t m h ttl h 1 thält die eine die 

P t & d d ä d P t ö ( 08) f li^l h sind die beiden 

b h C tp h d C (168) Dra b n Schnitte, der 

d i bhC unddGadjjbtht entspricht (199) 

da^dld d bhC-v dddGd Pi.p^iPg die im 

P t p I f g b Id t Sy t m F lg,I h 

i> cub h C du de Hes»> tt Ut Ebenol sdamdet, 

wdch dhdGdpgleisid w d 's orrespondiermde 

Gun Z et tit i Im de bis he Gl rvet ic d c P ctep aus mittelsi 
des Bt K q 1 q ek d f Igl h dv j nm hte M h Polurfläche der 
Mm b dm Ck ist 

Itdi hnddLb dDpplb d Involution, so 

t p ht d b h C will 1 D ! 1 tt mit der Heeai- 

!t t h Ib t i h t h P t du zwei und zwei 

tjlidOffb td C dHand ubischen Curve, 

1 g d d aml 1 Eb d P d m t Ifi h h det. Die Polar- 

b b hrt I H 1,183) d fe ht I Iglich durch ^i; 

a] 1 g (6) II P t 11 t P I fl 1 von 1). Daraus 

hltm d d tPJflh 9 d Doppelebenen der 

Ilti mgttt 1 N 214 p oohen wurde, 

W r h h 1 mmtl b g m 1 ^ mischte cubische 

Plflh IdlpgldEh 1) Upi Ipunct und auseer- 

dem d e ande e Doppelpunote I esitzen, die m ein und deiselben Ebene durch 
p d bea gl h anf d n C e ^de Piip^jP^ liegen. Eine solche Fläche geht 
m e en kegel he wenn e ch auf zwei conjugierte Ebenen der oben- 
genann en Invol t o hez eht 
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